9. Ubung zur Relativistischen Quantenmechanik (SS 2000)

Prof. G. Roepstorff

Aufgabe 23: Klein-Gordon-Feld 12 Punkte
Auf dem Raum der Losungen der freien Klein-Gordon-Gleichung ist durch

(B, T) = i/d% (®* (£, %), T (t, x) — (3,8* (¢, %)) T(t, %)) (1)

ein inneres Produkt definiert.

(a)

(b)

Zeigen Sie, daf} dieses innere Produkt beziiglich der durch die Klein-Gordon-
Gleichung definierten Zeitentwicklung erhalten ist.

Betrachten Sie die durch ebene Wellen gegebenen Lésungen

1 i(wt—p-x
fl:()i)(t,X) = me$( t-p ), w=+\/m2+p2 . (2)

Zeigen Sie, dafl diese Losungen beziiglich des oben definierten inneren Pro-
duktes ein Orthogonalsystem bilden und untersuchen Sie die durch (1) de-
finierte Norm dieser Losungen.

Ein quantisiertes Klein-Gordon-Feld sei durch

d3p —i(wt—p-x i(wt—p-x
D(t,x) :/m(a(p)e WI=Px) 4 al(p)e P ))

gegeben. Finden Sie mit Hilfe von (1) und (2) eine Darstellung der Opera-
toren a(p) und af(p) und benutzen Sie diese sowie die kanonische Kommu-
tatorrelation

[D(t,x), 7(t,x")] = id(x — x')
zur Berechnung der Vertauschungsrelationen [a(p),a'(p’)], [a(p), a(p’)] so-
wie [a'(p), a' (p')]

Zeigen Sie, daf} der in der Vorlesung definierte Energie-Impuls-Operator P*
fiir ein Skalarfeld durch den Ausdruck

P" = /d3x (w(:c)a%(m) — g“oﬁ)

dargestellt werden kann. Verifizieren Sie hierzu mit Hilfe von (c¢) die in
Formel (316) der Vorlesung angegebenen Kommutatorrelationen.
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(e) Zeigen Sie die Vertauschungsrelation

[®(2), ®(y)] = iA(z —y)

und diskutieren Sie das Verhalten dieses Kommutators fiir raumartige und
zeitartige Absténde.

Abgabe und Besprechung: In der nichsten Ubungsstunde



