
Kapitel 16Spezielle Relativit�atstheorieEnde des vorigen Jahrhunderts zeigt sich, da� gewisse elektromagnetische und op-tische Ph�anomene nicht mit den Voraussagen der in Kapitel 2 behandelten spezi-ellen Galilei-Transformationen in Einklang gebracht werden konnten (s. z.B. dasSkriptum zur Vorlesung "Spezielle Relativit�atstheorie", WS 1997/98, von M. Rinkesowie die weitere am Ende dieses Kapitels angegebene Literatur). Insbesonderedas �uberraschende Ergebnis von Michelson und Morley, da� der Wert der Lichtge-schwindigkeit c in verschiedenen Inertialsystemen, die sich mit der Geschwindigkeit~u relativ zueinander bewegen, denselben Wert hat, war mit der Galileischen Vektor-addition von Geschwindigkeiten nicht vereinbar.Der entscheidende Durchbruch bei diesen Schwierigkeiten kam im Jahre 1905 alsEinstein und Poincar�e etwa gleichzeitig vorschlugen, da� bei Geschwindigkeiten, dienicht wesentlich kleiner als die Lichtgeschwindigkeit sind, an die Stelle der speziellenGalilei-Transformationen die von Lorentz schon vorher als Symmetrietransformationder Maxwellschen Gleichungen gefundene "spezielle Lorentz-Transformation" tretensolle. W�ahrend die Argumentation von Poincar�e im wesentlichen mathematisch war,hatte Einstein zus�atzlich klar erkannt, da� den Lorentz-Transformationen ein neuesKonzept von Raum und Zeit zugrundeliegt und da� die Newtonsche Vorstellung ei-ner absoluten Zeit unabh�angig von allen Inertialsystemen modi�ziert werden mu�te.Die Grundannahmen Einsteins lassen sich in folgenden Postulaten zusammenfassen:1. Die Geometrie des 3-dimensionalen Raumes ist weiterhin euklidisch.2. Es gibt Inertialsysteme, d.h. Systeme, in denen die Bahnen kr�aftefreierTeilchen Geraden sind und in jedem solchen System ein Zeitma�, so da� einkr�aftefreies Teilchen in gleichen Zeiten gleiche Strecken zur�ucklegt (s. Kap. 2).In einem vorgegebenen Inertialsystem I(~ei; i = 1; 2; 3; et) werden Ereignisse Eein-eindeutig durch 4-tupel (x1; x2; x3; t) � (~x; t); xi; t 2 R; charakterisiert.3. Relativit�atsprinzip: Alle Inertialsysteme sind physikalisch - d.h. nicht nurmechanisch - �aquivalent.4. Die Lichtgeschwindigkeit hat in allen Inertialsystemen den gleichen Wertc. 202



16.1. SPEZIELLE LORENTZ-TRANSFORMATIONEN 203Nicht mehr gefordert wird die Existenz einer absoluten Gleichzeitigkeit f�ur alleInertialsysteme!Das 4. Postulat erlaubt die De�nition von Gleichzeitigkeit in ein und demselbenInertialsystem I : 2 "Ereignisse" E1 und E2, die - von I aus gesehen - an denPunkten P1 und P2 zu den Zeitpunkten T1 und T2 statt�nden, sind gleichzeitig,falls zwei zu den Zeitpunkten T1 und T2 emittierte Lichtblitze sich in der Mitte Mzwischen P1 und P2 tre�en. Mit dieser Vorschrift lassen sich - im Prinzip - alle Uhreninnerhalb eines Inertialsystems synchronisieren. Die wesentliche Frage ist dann, wieZeiten und Koordinaten in verschiedenen Inertialsystemen zu vergleichen sind.16.1 Spezielle Lorentz-TransformationenEs seien I(~ei; et;O) und Î(~̂ei; êt; Ô) zwei zun�achst beliebige Inertialsysteme, die die-selben L�angen- und Zeiteinheiten benutzen und Ereignisse E mit den 4-tupeln (~x; t)bzw. (~̂x; t̂) beschreiben. Die Frage ist dann, wie die Koordinaten (~x; t) und (~̂x; t̂) einund desselben Ereignisses miteinander zusammenh�angen. Diese Frage soll zun�achstf�ur den folgenden wichtigen Spezialfall beantwortet werden:16.1.1 Herleitung der speziell. Lorentz-TransformationenDas System Î bewege sich gegen�uber I in x1-Richtung mit der Geschwindigkeit u,wobei die "1"-Achsen beider Systeme und die Ebenen x2 = 0 und x̂2 = 0 sowiex3 = 0 und x̂3 = 0 zusammenfallen sollen. Ferner seien die Zeit-Nullpunkte sogew�ahlt, da� t̂ = t f�ur Ô = O.
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Zun�achst soll begr�undet werden, da� sich das System I von Î aus gesehen mit derGeschwindigkeit �u l�angs der ~̂e1-Achse bewegt, falls Î sich von I aus gesehen mitder Geschwindigkeit u langs der ~e1-Achse bewegt. Zur Begr�undung benutzen wirein Argument, kurz "(1,3)-Inversion" genannt, das in den folgenden �Uberlegungenh�au�ger benutzt wird:Kehren wir in beiden Systemen die Richtungen der 1- und 3-Achsen um, so sindin allen Formeln die Vorzeichen der Koordinaten x1; x3 bzw. x̂1; x̂3 umzukehren.Zu diesen rein mathematischen Konsequenzen kommt die physikalische, da� durch



204 KAPITEL 16. SPEZIELLE RELATIVIT�ATSTHEORIEdiese (1,3)-Inversion die Rollen der beiden Systeme vertauscht werden: Das SystemI bewegt sich relativ zu Î nun in Richtung der positiven 1̂-Achse, w�ahrend sich dasSystem Î relativ zu I in Richtung der negativen 1-Achse bewegt. Wegen der physi-kalischen �Aquivalenz der beiden Inertialsysteme m�ussen daher alle Beziehungen, dievor der Inversion zwischen den Koordinaten (~x; t) galten, nach der Inversion f�ur dieKoordinaten (~̂x; t̂) gelten und umgekehrt. Aus der Kombination der Formeln, dieaus der mathematischen Inversion folgen, mit denen, die sich aus der physikalischen�Aquivalenz ergeben, lassen sich dann h�au�g wichtige Schl�usse ziehen.Angewandt auf die Relativgeschwindigkeiten der beiden Inertialsysteme ergibt die(1,3)-Inversion Folgendes: Nehmen wir zun�achst an, da� die Geschwindigkeit von Îin I den Wert u = dx1=dt und die Geschwindigkeit von I in Î den Wert û = dx̂1=dt̂habe. Die mathematische (1,3)-Inversion bedeutet u ! �u; û ! �û w�ahrend diezugeh�orige physikalische �Aquivalenz den gleichzeitigen Austausch u$ û impliziert.Dies bedeutet, da� die Beziehungen �u = û und �û = u gelten m�ussen.Aus den Postulaten 2 und 3 folgt weiter, da� der Zusammenhang zwischen denKoordinaten xi; t und x̂i; t̂ linear sein mu�, da eine Geradengleichung der Form~x = ~v t + ~a in eine der Form ~̂x = ~̂v t̂ + ~̂a �uberzugehen hat. Die allgemeinstenTransformationen, die Geraden in Geraden �uberf�uhren, sind die gebrochen linearen( projektiven ) x̂1 = a11 x1 + a12 x2 + a13 x3 + a10 t+ a1b1 x1 + b2 x2 + b3 x3 + b0 t + b ; x̂2 = : : : :Sie haben in ihrer allgemeinen Form jedoch zur Folge, da� Punkte einer Geraden in I- n�amlich die, f�ur die der Nenner verschwindet, im System Î unendliche Koordinatenhaben w�urden. Wenn aber endliche Koordinaten in endliche Koordinaten �ubergehensollen, so bleiben zun�achst nur a�ne Transformationen, f�ur die der Nenner den Wert1 hat.Da aus der Ebenengleichung x2 = 0 die Gleichung x̂2 = 0 folgen mu�, so giltx̂2 = k x2; k > 0:Die (1,3)-Inversion f�uhrt zu x2 = k x̂2, also gilt k = 1. Entsprechend impliziertdas gleichzeitige Bestehen der Ebenengleichungen x3 = 0 und x̂3 = 0 die Beziehungx̂3 = k x3. Auch hier liefert die (1,3)-Inversion wieder k = 1. Es gilt alsox̂2 = x2; x̂3 = x3:Da ferner aus x1(t) = u t die Gleichung x̂1 = 0 f�ur den Ursprung des Systems Îfolgen soll, so mu� x̂1 = 
(u) (x1 � u t); 
(u) > 0;sein. Die Eigenschaft 
(u) > 0 folgt daraus, da� die 1-Achse und die 1̂-Achse diegleiche Richtung haben. Analoge Argumente ergeben f�ur die Umkehrtransformationx1 = 
̂(u) (x̂1 + u t̂ ); 
̂ > 0:



16.1. SPEZIELLE LORENTZ-TRANSFORMATIONEN 205Die (1,3)-Inversion f�uhrt wegen x1 ! �x1; x̂1 ! �x̂1; u! �u mathematisch zux̂1 = 
 (x1 � u t);w�ahrend wegen der oben beschriebenen physikalischen �Aquivalenz die Beziehungx1 = 
̂ (x̂1 + u t̂ ) die Relation x̂1 = 
̂ (x1 � u t)impliziert, d.h. es gilt 
̂(u) = 
(u):Wegen der Gleichheit der Lichtgeschwindigkeit in allen Inertialsystemen mu� ausx1 = c t die Beziehung x̂1 = c t̂ folgen. Eingesetzt in die obigen Ausdr�ucke ergibtdies c t̂ = 
 t (c� u); c t = 
 t̂ (c+ u);also 
(u) = 1q(1� u2=c2) :Eliminieren wir schlie�lich noch x̂1 aus den Formeln x̂1 = 
 (x1 � u t); x1 = 
 (x̂1 +u t̂ ), so bekommen wir t̂ = 
(u) (t� u x1c2 ):Damit haben wir die speziellen Lorentz-Transformationen hergeleitet, die dieKoordinaten (~x; t) und (~̂x; t̂) ein und desselben Ereignisses E miteinander verkn�upften,mit denen dies Ereignis von zwei verschiedenen Inertialsystemen I und Î aus be-schrieben wird, wobei sich das System Î gegen�uber I mit der Geschwindigkeit ul�angs der 1-Achse bewegt:x̂1 = 
(u) ( x1 � u t ); x̂2 = x2; x̂3 = x3; t̂ = 
(u) ( t� u x1c2 ):Die Umkehrung dieser Transformationen ergibt sich unmittelbar aus den Substitu-tionen u! �u; (~̂x; t̂)$ (~x; t):x1 = 
(u) ( x̂1 + u t̂ ); x2 = x̂2; x3 = x̂3; t = 
(u) (t̂+ u x̂1c2 ):F�ur juj � c und u x1 � c2 t bekommen wirx̂1 � x1 � u t; t̂ � t;d.h. f�ur Geschwindigkeiten u, die wesentlich kleiner als die Lichtgeschwindigkeitsind, gehen die speziellen Lorentz-Transformationen in die speziellen Galilei-Trans-formationen �uber!Andererseits sieht man, da� der Faktor 
(u) imagin�ar, d.h. unphysikalisch wird,falls juj > c. Dies bedeutet, da� Relativgeschwindigkeiten gr�o�er als die Lichtge-schwindigkeit zwischen physikalischen Systemen nicht m�oglich sind!



206 KAPITEL 16. SPEZIELLE RELATIVIT�ATSTHEORIE16.1.2 Minkowski-Raum und EigenzeitDie obigen Formeln f�ur die Lorentz-Transformationen lassen sich symmetrischerschreiben, wenn man die Variablenx0 = c t; � = uc ; �1 � � � +1einf�uhrt. Aus Gr�unden, die erst sp�ater deutlich werden, ist es ferner zweckm�a�ig,f�ur die Komponenten des Ortsvektors ~x die Notation xi anstelle von xi; i = 1; 2; 3;zu benutzen. Die Lorentz-Transformationen lauten dannx̂1 = 
(�)(x1 � � x0 ); x̂i = xi; i = 2; 3; x̂0 = 
(�) (x0 � � x1 ); 
(�) = 1q(1� �2) ;mit den entsprechenden Formeln f�ur die Umkehrtransformation. Den RaumM4 = fx = (x0; x1; x2; x3)gbezeichnet man als Minkowski-Raum. Eigenschaften dieses Raumes kann mansich gut anhand des folgenden Minkowski-Diagrammes veranschaulichen:
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x̂0 = 0

x̂1 = 0

x0 = x1 x0 = �x1

x1(t) = v t
� tan� = �

�L+(O)

L�(O)
Die Gleichung x̂0 = 0 der Hyperebene, der im System Î die Gesamheit aller Ereig-nisse entspricht, die zur Zeit t̂ = 0 statt�nden, hat im System I die Form x0 = � x1



16.1. SPEZIELLE LORENTZ-TRANSFORMATIONEN 207und man sieht anschaulich, da� die Ereignisse, die in Î gleichzeitig sind - d.h. inHyperebenen mit den Gleichungen x̂0 = const: liegen, in I nicht mehr gleichzeitigsein k�onnen.Die Menge der PunkteL+(O) = fx : (x0)2 � (~x)2 � 0; x0 > 0 gbezeichnet man als vorderen Lichtkegel des Ursprunges O und die PunktmengeL�(O) = fx : (x0)2 � (~x)2 � 0; x0 < 0 gentsprechend als hinteren Lichtkegel des Ursprunges.Da physikalische Signale sich h�ochstens mit Lichtgeschwindigkeit fortp
anzen, kannder Urspung O nur durch Ereignisse beein
u�t werden, die in L�(O) liegen; vonO aus k�onnen andererseits nur Ereignisse in L+(O) beein
u�t werden, w�ahrendEreignisse in M4 � L+(O) nicht beein
u�bar sind ( sog. Einstein-Kausalit�at ).Man nennt Ereignisse, die in L�(O) [ L+(O) liegen, relativ zeitartig zu O undsolche aus M4 n L�(O) [ L+(O) relativ raumartig zu O.Die zur Bewegungsgleichung x1 = v t eines kr�aftefreien Teilchens geh�orige Geradekann wegen jvj � c nur im hinteren und vorderen Lichtkegel von O liegen.Die hier speziell f�ur den Punkt O eingef�uhrten Begri�e wie "hinterer und vordererLichtkegel, relativ zeitartig und raumartig" lassen sich o�ensichtlich durch geeigneteRaum-Zeit-Translationen auf beliebige Punkte P �ubertragen.F�uhren wir noch die "Schnelligkeit" oder "Rapidit�at" � durch die De�nitioncosh� = 
(�)ein, so folgt wegen cosh2 �� sinh2 � = 1, da�sinh� = � 
; � = tanh�;also � = 12 ln 1 + �1� �! :Mit Hilfe der Rapidit�at erhalten wir f�ur die Lorentz-Transformationen die Formx̂1 = x1 cosh�� x0 sinh�; x̂0 = x0 cosh�� x1 sinh�:F�uhrt man zwei spezielle Lorentz-Transformationen x! x̂! ^̂x mit den "reduzier-ten" Geschwindigkeiten �1 und �2 sowie den zugeh�origen Rapidit�aten �1 und �2nacheinander aus, so folgt aus den Relationencosh(�1 + �2) = cosh�1 cosh�2 + sinh�1 sinh�2;sinh(�1 + �2) = cosh�1 sinh�2 + cosh�2 sinh�1f�ur das �3 = �3(�1; �2) der zusammengesetzten speziellen Lorentz-Transformationx! ^̂x: �3 = �1 + �2:



208 KAPITEL 16. SPEZIELLE RELATIVIT�ATSTHEORIEWie der Winkel � bei r�aumlichen Drehungen um eine feste Achse so ist auch dieRapidit�at � bei speziellen Lorentz-Transformationen bez�uglich einer festen Richtungadditiv!Wegen tanh(�1 + �2) = tanh�1 + tanh�21 + tanh�1 tanh�2folgt dann �3 = �1 + �21 + �1 �2 :Analog zur Invarianz von (x2)2 + (x3)2 bei Drehungen um die 3-Achse gilt f�ur dieobigen speziellen Lorentz-Transformationen(x̂0)2 � (x̂1)2 = (x0)2 � (x1)2:Sind x1 und x2 die Raum-Zeit-Koordinaten von 2 Ereignissen E1 und E2, so gilto�enbar auch f�ur die Relativkoordinaten�x� = x�2 � x�1 ; � = 0; 1; 2; 3;da� �x̂0 = �x0 cosh���x1 sinh�; �x̂1 = �x1 cosh���x0 sinh�und �x̂i = �xi; i = 2; 3: Aus diesen Relationen folgt da� die Gr�o�ec2(��)2 = (�x0)2 � (�x1)2 � (�x2)2 � (�x3)2in allen Inertialsystemen den gleichen Wert hat!F�ur ein Teilchen, das im System I ruht, gilt �xi = 0; i = 1; 2; 3, also ist jetzt �� =�t. Man bezeichnet deswegen die Variable � auch als Eigenzeit des Teilchens.Die Eigenzeitintervalle �� haben in allen Inertialsystemen denselben Wert. Sietreten an die Stelle der Newtonschen absoluten Zeit!16.1.3 Anwendungen der Lorentz-TransformationenZu den wichtigsten Anwendungen der Lorentz-Transformationen geh�oren die �Ande-rungen von Zeit- und L�angenintervallen beim �Ubergang vom ruhenden zum beweg-ten System und umgekehrt: Es seien E1 und E2 zwei Ereignisse, die in I bzw. Îmittels der Raum-Zeit-Koordinaten x bzw. x̂ beschrieben werden. F�ur die Koordi-natendi�erenzen �x1 = x12 � x11; : : : ;�t = t2 � t1; : : : folgt aus den obigen Formeln�x̂1 = 
 (�x1 � u�t ); �x̂2 = �x2; �x̂3 = �x3; �t̂ = 
 (�t� u�x1c2 );�x1 = 
 (�x̂1 + u�t̂ ); �t = 
 (�t̂ + u�x̂1c2 ):



16.1. SPEZIELLE LORENTZ-TRANSFORMATIONEN 209Transformation gleichzeitiger EreignisseDie Ereignisse E1 und E2 seien im System I gleichzeitig, d.h. es ist �t = 0. Dannfolgt �t̂ = �u 
(u)�x1c2 :F�ur einen Beobachter in Î sind die beiden Ereignisse nicht gleichzeitig, falls �x1 6= 0,und dort ist das Ereignis E2 fr�uher als E1 f�ur �x1 > 0! Zahlenbeispiel:u = 0; 75 c : 
 � 1; 5; �x1 = 300m; c � 3 � 108ms�1:Daraus ergibt sich �t̂ � �1; 1�x1c � �1; 1 � 10�6 s:L�angenkontraktionEine in Î ruhende L�ange l̂ = �x̂1 werde von I aus gemessen, wobei �t = 0. Esfolgt, da� l = �x1 = 
�1 l̂ = (1� �2)1=2 l̂ < l̂ f�ur u 6= 0:Dies bedeutet, da� die von I aus gesehene bewegte L�ange l̂ dort verk�urzt ist!ZeitdilatationF�ur die Zeitintervalle �t̂ einer in Î ruhenden Uhr, �x̂1 = 0, erh�alt man in I:�t = 
�t̂ > �t̂:F�ur einen Beobachter im System I geht die bewegte Uhr also langsamer !Anwendungsbeispiel:Das Elementarteilchen Myon hat in seinem Ruhesystem eine mittlere Lebensdauer�� � 2; 2 � 10�6 s: Myonen werden z.B. durch die kosmische Strahlung in ca. 60km H�ohe �uber der Erdober
�ache erzeugt und im Labor auf der Erde beobachtet.Wegen �� c � 660m k�onnten die Myonen nach Galilei/Newton die Erde garnichterreichen. Nach Einstein haben sie jedoch wegen ihrer gro�en Geschwindigkeit einen
-Faktor in der Gr�o�e 
 � 100 und damit vom Labor auf der Erde aus gesehen eineLebensdauer �L� � 100 ��, w�ahrend der sie die Erdober
�ache erreichen k�onnen.Vom Ruhesytem der Myonen aus gesehen ist andererseits die Entfernung zwischenihrem Entstehungsort und der Erdober
�ache um den Faktor 100 verk�urzt!ZwillingsparadoxonEiner von zwei Zwillingen fahre in einem Raumschi� mit der Geschwindigkeit u =3c=5 zu einem l = 15 Lichtjahre entferntem Stern, kehre dort um und komme mitder Geschwindigkeit �u zur Erde zur�uck.Vom Zwilling auf der Erde aus gesehen gehen die Uhren im Raumschi� um den



210 KAPITEL 16. SPEZIELLE RELATIVIT�ATSTHEORIEFaktor (1� �2)1=2 = 4=5 langsamer, d.h. von der Erde aus gesehen, ist der reisendeZwilling nach der R�uckehr um T̂ = 2 l (1� �2)1=2=u = 40 Jahre gealtert, w�ahrendder zur�uckgebliebene Zwilling gem�a� seiner eigenen Uhren T = 2 l=u = 50 Jahre�alter geworden ist.Vom Raumschi� aus gesehen gehen dagegen die Uhren auf der Erde langsamer, d.h.f�ur den Zwilling im Raumschi� sollte nach dessen R�uckehr der zur�uckgebliebeneZwilling j�unger sein! Welches Resultat ist richtig?Die L�osung dieses ber�uhmten Paradoxons liegt in der Tatsache, da� der Zwilling imRaumschi� nicht w�ahrend des gesamten Fluges in ein und demselben Inerti-alsystem bleibt, sondern w�ahrend des Umkehrman�overs von einem Inertialsystemzu einem anderen "umsteuern" mu�. W�ahrend dieser Brems- und Beschleunigungs-vorg�ange altert der Zwilling auf der Erde um 18 Jahre! Man macht sich diesenSachverhalt am einfachsten an dem folgenden Minkowski-Diagramm klar ( a =Jahr):
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UmkehrbereichGerade t̂ = const: unmittelbarvor der UmkehrGerade t̂ = const: unmittelbarnach der Umkehr

Lichtjahrej
Im Jahre 1971 hat man ein Experiment dieses Types in der Form gemacht, da�man eine von zwei sehr genauen C�asium-Uhren in einem Flugzeug um die Erdetransportiert hat w�ahrend die andere auf der Erde zur�uckblieb. Das Ergebnis warso wie von der speziellen Relativit�atstheorie vorausgesagt.Der sprintende Stabhochspringer in der ScheuneEin L�aufer sprinte - Geschwindigkeit u - mit einem Stab der ( Ruhe-) L�ange l̂ soschnell durch eine an zwei Seiten o�ene Scheune der L�ange a < l̂ , da� der Stab



16.1. SPEZIELLE LORENTZ-TRANSFORMATIONEN 211f�ur einen in der Scheune ruhenden Beobachter zur Zeit t = 0 gerade ganz in dieScheune hineinpa�t, d.h. l = 
�1 l̂ = a ist.F�ur den L�aufer ist dagegen die L�ange a der Scheune um den Faktor 
�1 verk�urzt!Wie sind beide Aussagen zu vereinbaren? Antwort: F�ur den L�aufer sind vorderesund hinteres Stabende nicht gleichzeitig am ersten und zweiten Scheunentor! Es seit̂ = 0, wenn das vordere Stabende das zweite Tor bei x̂1 = x1 = 0 passiert. F�urden L�aufer hat in diesem Zeitpunkt die Scheune die L�ange â = 
�1 a, d.h. ein St�uckder L�ange l̂� â = l̂� 
�1 a des Stabes ragt hinten aus dem ersten Tor der Scheuneheraus. F�ur den L�aufer passiert das hintere Ende des Stabes das erste Tor zur Zeitt̂ = �
 u x1=c2 = 
 u a=c2, da t = 0 und x1 = �a f�ur das hintere Stabende imSystem I. Es gilt dann o�enbar l̂ � â = u t̂, oderl̂ = 
�1 a + u2 
 a=c2 = 
 ( 
�2 + u2=c2 )a = 
 a = 
 l:Wie kommt der Stab durch die �O�nung ?Im System I bewege sich ein 
aches Blech mit einem kreisf�ormigen Loch vom RadiusR mit konstanter Geschwindigkeit v3 > 0 in Richtung der 3-Achse, wobei das Blechparallel zur (1,2)-Ebene ( x3 = 0 ) ist und der Mittelpunkt des Loches immer aufder 3-Achse bleibt. Das Blech passiere, von der negativen 3-Achse herkommend,zur Zeit t = 0 die Ebene x3 = 0.Gleichzeitig mit dem Blech bewege sich parallel und l�angs der 1-Achse ein d�unnerStab der ( Ruhe-) L�ange â > 2R mit einer so hohen konstanten Geschwindigkeit u,da� er im System I die kontrahierte L�ange a = 
�1 â < 2R habe. Die Bewegungenvon Blech und Stab seien so arrangiert, da� der Mittelpunkt des Stabes ebenfallszur Zeit t = 0 den Ursprung des Koordinatensystemes passiert.Da der Stab im System I gegen�uber dem Blech verk�urzt ist, kann sich die �O�nungdes Bleches �uber ihn hinwegbewegen, ohne ihn zu ber�uhren! Im Ruhesystem Î desStabes ist dagegen die �O�nung im Blech verk�urzt. Wieso kann der Stab, von Î ausgesehen, �uberhaupt durch die �O�nung kommen?Antwort: Im System Î ist das Blech mit seiner �O�nung um einen Winkel �̂ > 0gegen�uber der positiven 1̂-Achse geneigt, so da� der Stab hindurchschl�upfen kann!Den Neigungswinkel �̂ kann man folgenderma�en berechnen:Zun�achst transformieren wir die Geschwindigkeit ~v = (0; 0; v3) des Bleches von Inach Î: Aus der Eigenschaft �x1 = 0 folgt�t̂ = 
�t; �x̂1 = �u�t̂ = �u 
�t;so da� v̂3 = �x̂3�t̂ = �x3
�t = 
�1 v3; v̂1 = �x̂1�t̂ = �u:Es bewege sich nun eine zur 1-Achse parallele L�ange 2R in I mit der Geschwindigkeitv3 l�angs der 3-Achse, wobei ihr Mittelpunkt immer auf der 3-Achse liege und dieserdie Ebene x3 = 0 und damit den Ursprung zur Zeit t = 0 passiere. Zu diesemZeitpunkt sei f�ur den Mittelpunkt auch t̂ = 0; ~̂x = 0.



212 KAPITEL 16. SPEZIELLE RELATIVIT�ATSTHEORIEIm System I hat das rechte Ende der L�ange zur Zeit t = 0 die Koordinaten (R; 0; 0).Dazu geh�ort im System Î die ( negative ) Zeitt̂ = �
 uR=c2;d.h. zur sp�ateren Zeit t̂ = 0 hat das rechte Ende in Î die Koordinaten�x̂3 = v̂3 (�t̂) = Ru v3=c2;�x̂1 = 
 R + v̂1 (�t̂ ) = 
 R� u 
 uR=c2 = 
�1R;wobei 
 R die zur Zeit t = 0 von I nach Î transformierte L�ange R und v̂1 (�t̂) dievon der L�ange in der Zeit�t̂ in Richtung der ( negativen ) 1̂- Richtung zur�uckgelegteStrecke. Hieraus ergibt sich schlie�lichtan �̂ = �x̂3�x̂1 = u 
 v3=c2:Viele weitere Beispiele �ndet man z.B. in E.F. Taylor and J.A. Wheeler, SpacetimePhysics: Introduction to Special Relativity, 2nd ed. W.H. Freeman and Co., SanFrancisco 1992.16.1.4 Transformation von GeschwindigkeitenIm System I bewege sich ein Teilchen mit der Geschwindigkeit~v = (v1; v2; v3) = lim�t!0 �~x�t :Die Frage ist, mit welcher Geschwindigkeit das Teilchen in Î beobachtet wird. Wirbekommen̂v1 = lim�t̂!0 �x̂1�t̂ = lim�t!0 �x1 � u�t�t� ��x1=c = lim�t!0 (�x1=�t)� u1� � (�x1=c�t) ;so da� v̂1 = v1 � u1� � v1=c:Analog erh�alt man v̂2 = v2 (1� �2 )1=21� � v1=c ; v̂3 = v3 (1� �2 )1=21� � v1=c :Grenzfall: Ist ~v = (c; 0; 0), so folgt aus den obigen Formeln, da� ~̂v = (c; 0; 0) !



16.2. IMPULS UND ENERGIE 21316.2 Impuls und EnergieIn der Galilei-Newtonschen Physik sind der Impuls ~p eines freien Teilchens durchm~v und seine Energie E durch m~v 2=2 gegeben. W�urde man diese De�nition desImpulses beibehalten, so ginge der Satz von der Impulserhaltung verloren, wie manschon an dem folgenden einfachen Beispiel sehen kann:Zwei harte Kugeln gleicher Masse m werden im System I als Schwerpunktsystemin der (1,2)-Ebene elastisch aneinander gestreut.

-
6

�������
@@@@@@I ������	

@@@@@@R~v2
~v1 0 ~v1

~v2 0vorher
nachher

vorher
nachher x1

x2

Aus der Impulserhaltung im Schwerpunktsystem,mvi1 +mvi2 = mvi 01 +mvi 02 = 0; i = 1; 2;folgt vi1 = �vi2; vi 01 = �vi 02 ; i = 1; 2:Wir betrachten den Spezialfall einer Streuung, bei dem zus�atzlichv1 0i = v1i ; v2 0i = �v2i ; 1; 2:Das System Î bewege sich relativ zu I mit der Geschwindigkeit u = v12 . Dannfolgt aus den im letzten Abschnitt hergeleiteten Formeln f�ur die Transformationvon Geschwindigkeitskomponenten, da�v̂21 = v21 (1� (v12=c)2)1=21 + (v12=c)2 ; v̂22 = v22 (1� (v12=c)2)1=21� (v12=c)2 6= �v̂21;



214 KAPITEL 16. SPEZIELLE RELATIVIT�ATSTHEORIEund entsprechend, wegen v1 02 = v12; v2 0i = �v2i ; i = 1; 2,v̂2 01 = v2 01 (1� (v12=c)2)1=21 + (v12=c)2 = �v̂21; v̂2 02 = v2 02 (1� (v12=c)2)1=21� =v12=c)2 = �v̂22 :Man sieht, da� nunm v̂2 01 +m v̂2 02 = �m v̂21 �m v̂22 6= m v̂21 +m v̂22;d.h. die Erhaltung des Impulses w�are von der Wahl des Inertialsystems abh�angig,was nicht sein kann. Der Impuls eines Teilchen mu� in der speziellen Relati-vit�atstheorie neu de�niert werden.16.2.1 Der relativistische ImpulsBei der Neude�nition des Impulses eines relativistischen Teilchens greifen wir aufseine Eigenzeit zur�uck ( s. Abschnitt 16.1.2 ): Es sei Î das Ruhesystem des Teil-chens. Dann ist die Zeit t̂ dieses Systems mit der Eigenzeit � des Teilchens identisch.Das Teilchen bewege sich l�angs der 1-Achse mit der Geschwindigkeit � c = v.DieOrtskoordinaten xi; i = 1; 2; 3 werden jetzt als Funktionen der Eigenzeit � angese-hen, xi = xi(�); i = 1; 2; 3:Als relativistische Geschwindigkeit u1 in 1-Richtung de�nieren wiru1 = lim��!0 �x1�� = dx1d� = dx1dt dtd� = vd�dt = 
(v) v;da �� = 
(v)(�t� v�x1=c2); ���t = 
(v) (1� v2=c2) = 
(v)�1:Wir de�nieren nun den relativistischen Impuls in 1-Richtung durch die Beziehungp1 = mu1 = m
(v) v;bzw. unabh�angig von der speziellen Wahl des Koordiantensystems durch~p = m d~xd� = m
(v)~v = m~vq1� v2=c2 ; v = k~vk :Hierbei ist m die in Kapitel 3 de�nierte tr�age ( Ruhe-) Masse des Teilchens. ZurBegr�undung der letzten Beziehung f�ur beliebige Geschwindigkeiten beachte man,da� die Eigenzeit allgemein durchc2 (��)2 = (�x0)2 � 3Xi=1(�xi)2



16.2. IMPULS UND ENERGIE 215gegeben ist, so da�����t �2 = 1� 1c2 3Xi=1  �xi�t !2 ; d�dt = (1� v2=c2)1=2:Da die Masse m und die Eigenzeit �� in allen Inertialsystemen denselben Werthaben, so transformieren sich die Komponenten pi; i = 1; 2; 3; des relativistischenImpulses wie die Koordinaten xi selbst, d.h. der Impulserhaltungssatz f�ur Streupro-zesse gilt in allen Inertialsystemen , falls er f�ur ein System erf�ullt ist!Aus der Reihenentwicklung ( s.S. 20 )
(v) = (1� v2c2 )�1=2 = 1 + 12 v2c2 + 38 v4c4 + : : :folgt f�ur kleine Geschwindigkeiten, da�m
(v) � m+ 1c2Tkin; Tkin = m2 v2:Diese Beziehung l�a�t sich so interpretieren, da� die nichtrelativistische kinetischeEnergie Tkin zur tr�agen Masse des Teilchens beitr�agt. Jedoch ist der Beitrag wegendes Faktors c2 im Nenner f�ur Geschwindigkeiten v � c sehr klein und f�ur makro-skopische K�orper auf der Erde in der Regel vernachl�assigbar.16.2.2 Relativistische EnergieAufregend werden die obigen Beziehungen, wenn man die Reihenentwicklung in derForm m
(v) c2 = mc2 + m2 v2 + 3m8 v4c2 + : : :schreibt. Jetzt tritt zu der nichtrelativistischen kinetischen Energie Tkin noch derTerm mc2 hinzu, der im Limes v ! 0 �ubrig bleibt und den man deshalb als "Ru-heenergie" des Teilchens interpretieren kann. Dies hat die folgende, zuerst vonEinstein im Jahre 1905 gesehene, weitreichende Konsequenz:Die tr�age Masse m eines K�orpers stellt ein Energie�aquivalent der Gr�o�emc2 dar!Die Gr�o�e E = m
(v) c2 = c ( ~p 2 + c2m2 )1=2ist demnach als Gesamtenergie des freien Teilchens,E0 = mc2als seine Ruheenergie und schlie�lich die Di�erenzEkin = E � E0 = mc2 (
(v)� 1)



216 KAPITEL 16. SPEZIELLE RELATIVIT�ATSTHEORIEals seine kinetische Energie zu interpretieren.Wir haben die Komponenten pi des Impulses mittels der relativistischen Geschwin-digkeiten ui = dxi=d� de�niert. Analog erhalten wir f�ur die Koordinate x0:u0 = dx0d� = dx0dt dtd� = c 
(v);d.h. wir haben E = c p0; p0 � mu0 = m dx0d� = (~p 2 +m2 c2)1=2:Die Gr�o�e u = (u0; ~u )bezeichnet man als Vierergeschwindigkeit undmu = p = (p0; ~p )als Viererimpuls. F�ur diese gelten die Beziehungen(u0)2 � ~u 2 = c2; (p0)2 � ~p 2 = E2c2 � ~p 2 = m2c2:Bewegt sich ein System Î gegen�uber dem System I mit der Geschwindigkeit � cin 1-Richtung, so transformieren sich die Komponenten des Viererimpulses folgen-derma�en p̂0 = 
(�) ( p0 � � p1 ); p̂1 = 
(�) (p1 � � p0 ); p̂i = pi; i = 2; 3:Dies ist eine unmittelbare Folge der oben schon erw�ahnten Eigenschaft, da� dieImpulse p� sich aufgrund ihrer De�nition wie die Koordinaten x� ( s. Abschnitt16.1.2 ) transformieren m�ussen.16.3 �Au�ere Kr�afte auf ein relativistisches Teil-chen16.3.1 Die BewegungsgleichungEs sei ~K eine vorgegebene �au�ere Newtonsche Kraft, z.B. die Lorentz-Kraft ~K =q ( ~E + ~v � ~B ), die auf ein relativistisches Teilchen wirkt, d.h. auf ein Teilchen mitdem Impuls ~p = m
(v)~v. Die Bewegungsgleichung lautet nund~pdt = m d[
(v)~v ]dt = ~K:Die zugeh�orige Leistung ergibt sich auch hier durch Multiplikation mit ~v :~v � d~pdt = ~K � ~v:



16.3. �AU�ERE KR�AFTE AUF EIN RELATIVISTISCHES TEILCHEN 217Wegen @p0@pi = vic ; i = 1; 2; 3;kann man die letzte Gleichung auch alsc dp0dt = dEdt = ~K � ~vschreiben.Falls ferner ~K = �gradV;und V nicht explizit von der Zeit abh�angt, so folgt auch hier der Energiesatzc p0 + V = const::Beispiel:Bewegung eines Teilchens mit Ladung q in einem konstanten elektrischen Feld ~E =(E0; 0; 0): Das Teilchen habe zur Zeit t = 0 die Geschwindigkeit ~v0 = (v10; v20; 0):Dann folgt aus den Bewegungsgleichungendp1dt = q E0; dp2dt = 0; dp3dt = 0;da�p1 = q E0 t + b1; p2 = b2; p3 = 0; p0(t) = [m2 c2 + (b2)2 + ( q E0 t+ b1 )2]1=2;wobei ~b = m
(v0)~v0; ~v0 = c~b=p0(t = 0):Es gilt demnachdx1dt = v1 = c p1p0(t) = cq E0 ddt [m2 c2 + (b2)2 + ( q E0 t+ b1 )2]1=2;dx2dt = v2 = c p2p0 = c b2p0 ; dx3dt = 0:Daraus ergeben sich die L�osungenx1(t) = cq E0 [m2 c2 + (b2)2 + ( q E0 t+ b1)2]1=2 + C1;x2(t) = c b2 Z [m2 c2 + (b2)2 + ( q E0 t + b1)2]�1=2 dt= c b2q E0 arsinh[ q E0 t+ b1qm2 c2 + (b2)2 ] + C2;wobei Ci; i = 1; 2; Integrationskonstanten.



218 KAPITEL 16. SPEZIELLE RELATIVIT�ATSTHEORIE16.3.2 Lagrange- und Hamilton-FunktionDa @@vi (1� ~v 2c2 )1=2 = �
(v)vic2 ; i = 1; 2; 3;so l�a�t sich die Bewegungsgleichung f�ur ein relativistisches Teilchen unter dem Ein-
u� der Lorentz-Kraft aus der Lagrange-FunktionL = �mc2 (1� v2c2 )1=2 � q �+ q ~v � ~Aherleiten. Um Verwechslungen zu vermeiden, werden wir in diesem Kapitel diekanonischen Impulse mit �i bezeichnen. Wir erhalten dann�i = @L@vi = m
vi + q Ai = pi + q Ai; i = 1; 2; 3:Daraus ergibt sich die Hamilton-FunktionH = 3Xi=1 vi �i � L = mc2 
(v) + q �;und da mc
(v) = (m2 c2 + ~p 2 )1=2, so folgtH(~x; ~�; t) = c [m2 c2 + (~� � q ~A )2 ]1=2 + q �;oder, etwas symmetrischer geschrieben,1c2 (H � q �)2 � (~� � q ~A )2 = m2 c2:16.3.3 Relativistische Form der Lorentz-KraftWir haben schon im Zusammenhang mit Geschwindigkeit und Impuls gesehen, da�es f�ur die Beschreibung relativistischer Teilchen vorteilhaft ist, anstelle der vom je-weiligen Inertialsystem abh�angigen Zeit t die invariante Eigenzeit � als unabh�angigeVariable einzuf�uhren. Dies ist auch f�ur die Formulierung der Bewegungsgleichungso. Dazu de�nieren wir zun�achst die Viererbeschleunigunga� = d2x�d� 2 ; � = 0; 1; 2; 3:O�ensichtlich ist d~pd� = m~aDi�erenziert man die Relation (u0)2 � ~u 2 = c2



16.3. �AU�ERE KR�AFTE AUF EIN RELATIVISTISCHES TEILCHEN 219nach � , so folgt a0 u0 � ~a � ~u = 0:Es ist daher dp0d� = ma0 = m~a � ~u=u0 = ~vc � d~pd� = ~vc � d~pdt dtd� = ~K � ~u=c:Die Gr�o�e dp0=d� ist also im wesentlichen die relativistische Leistung.De�nieren wir F 0 � ~K � ~u=c; ~F � ~K
(v);so lauten relativistische Energiebilanz und Bewegungsgleichungendp�d� = F �; � = 0; 1; 2; 3:Speziell f�ur die Lorentz-Kraft erhalten wirF 0 = q ~E � ~u=c; ~F = q 
 ( ~E + ~v � ~B) = q (u0 ~E=c+ ~u� ~B ):Beim Wirkungsintegral bekommen wir durch den �Ubergang t! �Z t2t1 Ldt = Z �2�1 ~Ld�; ~L = L dtd� = L
:Im Falle der Lorentz-Kraft ergibt das~L(x; u) = �mc ( (u0)2 � ~u 2 )1=2 � q (u0 �=c� ~u � ~A ):Hier sind die 4 Koordinaten x�; � = 0; 1; 2; 3; die verallgemeinerten Koordinatenq� und die Vierergeschwindigkeiten u� die verallgemeinerten Geschwindigkeiten.Dabei ist zu beachten, da� die Beziehung (u0)2�~u 2 = c2 erst f�ur die Gr�o�en in denBewegungsgleichungen, n�amlich den Lagrangeschen Gleichungendd� @ ~L@u� = @ ~L@x� ; � = 0; 1; 2; 3;gilt. Explizit lauten diese Gleichungendd� @ ~L@u0 = � dd� (mu0 + q �=c) = @ ~L@x0 = �q (u0@0�=c� ~u � @0 ~A);wobei @� � @=@x�; � = 0; 1; 2; 3: Da �grad�� @t ~A = ~E ( s. S. 132/133 ), so folgtma0 = dp0d� = q ~u � ~E=c:



220 KAPITEL 16. SPEZIELLE RELATIVIT�ATSTHEORIEDie Lagrangesche Gleichung f�ur die Variable x0 ist also die di�erentielle Energiebi-lanz-Gleichung .Analog erhalten wir aus den �ubrigen Lagrangeschen Gleichungen f�ur xi; i = 1; 2; 3;m~a = d~pd� = q (u0 ~E=c+ ~u� ~B ):Wir de�nieren ferner A0 = �=c; A = (A0; A1; A2; A3):Man bezeichnet A als elektromagnetisches Viererpotential. Die durchEi = �@iA0 � @0Ai � F0i = �Fi0;�ijkBk = @iAj � @jAi � �Fij = Fji; i; j = 1; 2; 3;de�nierten Gr�o�en F�� ; �; � = 0; 1; 2; 3; bilden eine schiefsymmetrische 4�4-Matrixder elektromagnetischen Feldst�arken:
(F��) = 0BBBBBBBBBBBB@

0 E1c E2c E3c�E1c 0 �B3 B2�E2c B3 0 �B1�E3c �B2 B1 0
1CCCCCCCCCCCCA :

Mit diesen De�nitionen k�onnen wir schreiben (Summationskonvention!)u0Ei=c = u0 F0i; (~u� ~B)i = uj Fji; i = 1; 2; 3;und erhalten daher die folgende symmetrische Form der relativistischen Bewegungs-gleichungen f�ur die Lorentz-Kraftdp0d� = q F0� u�;dpid� = �q Fi� u�; i = 1; 2; 3:Man beachte , da� F00 = 0.



16.4. DIE LORENTZ-GRUPPE, VIERERVEKTOREN UND TENSOREN 22116.4 Die Lorentz-Gruppe, Vierervektoren undTensoren16.4.1 Allgemeine Lorentz-TransformationenWir haben bisher nur spezielle Lorentz-Transformationen in Richtung der 1-Achsebetrachtet. Die Verallgemeinerung f�ur beliebige Richtungen ~n; ~n 2 = 1; mit Ge-schwindigkeiten ~� c = � c~n, ist einfach, wenn man beachtet, da�x1 ~e1 = ~xk = (~e1 � ~x)~e1; x2 ~e2 + x3 ~e3 = ~x? = ~x� (~e1 � ~x)~e1:Die speziellen Lorentz-Transformationen lauten dannx̂0 = 
(�)(x0 � � (~e1 � ~x )); ~̂xk = 
(�)(~xk � � x0 ~e1 ); ~̂x? = ~x?:Ersetzen wir die Richtung ~e1 durch die beliebige Richtung ~n, so gilt~xk = (~n � ~x )~n; ~x? = ~x� (~n � ~x )~n;mit analogen Formeln f�ur das System Î. Dabei beachte man, da� zwar die Bewe-gungsrichtung ~n von Î gegen�uber I beliebig ist, da� jedoch weiterhin die Achsender beiden Systeme parallel sind, d.h. es gilt weiterhin ~̂ei = ~ei; i = 1; 2; 3!Die Lorentz-Transformationen in die Richtung ~n sind v�ollig analog wie bei ~e1 gege-ben durch x̂0 = 
(�) ( x0 � � ~n � ~x );~̂xk = 
(�) (~xk � � x0 ~n );~̂x? = ~x?:Setzen wir noch 
(�) = cosh�; � 
(�) = sinh� und beachten wir da� ~̂x = ~̂xk + ~̂x?so k�onnen wir auch schreiben:x̂0 = x0 cosh�� (~n � ~x ) sinh�;~̂x = (~n � ~x )~n cosh�� x0 ~n sinh�+ ~x� (~n � ~x)~n= ~x+ ( cosh�� 1) (~n � ~x )~n� x0 ~n sinh�:Man rechnet leicht nach, da�(x̂0)2 � ~̂x 2 = (x0)2 � ~x 2:



222 KAPITEL 16. SPEZIELLE RELATIVIT�ATSTHEORIEDie obigen Formeln f�ur eine Lorentz-Transformation in Richtung ~n bilden das Ana-logon zu den entsprechenden Formeln f�ur Drehungen um die Richtung ~n mit Dreh-winkel �: ~̂x = (~n � ~x ) ~x+ (~x� (~n � ~x )) cos�+ (~n� ~x ) sin�= ~x cos�+ (1� cos� ) (~n � ~x )~n+ cos �~n� ~x:Es ist o�ensichtlich naheliegend, im Raum der Vierervektoren x = (x0; x1; x2; x3)Tdas inde�nite Skalarprodukt(x; y) � x0 y0 � ~x � ~y = g�� x� y� � 3X�;�=0 g�� x� y�einzuf�uhren, wobeig00 = 1 = �g11 = g22 = g33; g�� = 0 f�ur � 6= �:Sowohl Lorentz-Transformationen in beliebige Richtungen ~n wie auch beliebige Dre-hungen lassen dieses Skalarprodukt invariant! Allgemein gilt ( Summationskonven-tion ! ):Es sei x� ! x̂� = �� � x�; ŷ� ! ŷ� = �� � x�eine Transformation, die das Skalarprodukt (x; y) invariant l�a�t. Da x und y belie-big, so folgt aus(x̂; ŷ) = g�� x̂� ŷ� = g�� �� � x� �� � x� = (x; y) = g�� x� x�;da� �� � g�� �� � = g��; �; � = 0; 1; 2; 3:De�niert man die 4� 4-Matrizen� = (�� � ); g = ( g�� );so lassen sich diese 16 Bedingungsgleichungen in der kompakten Form�T � g � � = gschreiben. Da gT = g, so sind nur 10 der 16 Bedingungsgleichungen voneinanderunabh�angig. Eine beliebige Matrix � h�angt daher von 6 unabh�angigen Parameternab. F�ur diese kann man die drei Drehwinkel von drei voneinander unabh�angigenDrehungen sowie die drei reduzierten Geschwindigkeiten �i; i = 1; 2; 3; von 3 spezi-ellen Lorentz-Transformationen in drei unabh�angige Richtungen w�ahlen.



16.4. DIE LORENTZ-GRUPPE, VIERERVEKTOREN UND TENSOREN 223Eine beliebige Transformation � mit der Eigenschaft �T �g �� = g hei�t homogeneLorentz-Transformation . Die MengeL = f�gbildet eine Gruppe:Falls n�amlich �1;�2 2 L, so gilt(�2 � �1)T � g � (�2 � �1) = �T1 � �T2 � g � �2 � �1 = �T1 � g � �1 = g; ) �2 � �1 2 L:Wegen det g = �1 folgt ausdet(�T � g � �) = � det �T det � = �(det �)2 = �1;die Beziehung det � = �1:Dies bedeutet, da� ��1 existiert und(��1)T � g � ��1 = (�T )�1 � �T � g � � � ��1 = g; ) ��1 2 L:Die homogenen Lorentz-Transformationen bilden also eine Gruppe, die homogeneLorentz-Gruppe .Aus �� 0 g�� �� 0 = g00 = 1folgt (�0 0)2 = 1 + (�1 0)2 + (�2 0)2 + (�3 0)2;so da� �0 0 � 1 oder �0 0 � �1:Dies bedeutet, da� die Menge L in vier "St�ucke" oder "Komponenten" zerf�allt, dieje durch ein Paar der Vorzeichendet � = �1; sgn(�0 0) = �1bestimmt sind. Die UntermengeL"+ = f�; det � = 1; sgn(�0 0) = 1 gbildet eine Untergruppe, die eigentliche orthochrone homogene Lorentz--Gruppe .



224 KAPITEL 16. SPEZIELLE RELATIVIT�ATSTHEORIE16.4.2 Kontra- und kovariante Vierervektoren sowie Ko-varianz der relativistischen Lorentz-KraftMittels des "symmetrischen metrischen Tensors" (g��) kann man f�ur die "kontrava-rianten" Vierervektorenx = 0BBB@ x0x1x2x3 1CCCA ; p = 0BBB@ p0p1p2p3 1CCCA ; A = 0BBB@ A0A1A2A3 1CCCA etc.durch die Abbildung �x � (x0; x1; x2; x3) = xT � g;�p � (p0; p1; p2; p3) = pT � g;�A � (A0; A1; A2; A3) = AT � gdie zu ihnen "dualen" bzw. "kovarianten" Vektoren �x; �p; �A etc. de�nieren. F�ur dieKomponenten bedeutet diesx� = g�� x� : x0 = x0; xi = �xi; i = 1; 2; 3 etc. :F�ur das Skalarprodukt k�onnen wir damit schreiben(x; y) = �x � y = xT � g � y = g�� x� y� = x� y� = x� y�:Aus x̂ = � � x folgt�̂x = x̂T � g = xT � �T � g = xT � g � (g � �T � g) = �x � ��1 = �̂x;Bei Lorentz-Transformationen � gilt alsox! � � x; �x! �x � ��1; �x � x! �x � ��1 � � � x = �x � x:F�ur p; �p; A; �A etc. ergeben sich entsprechende Formeln. Z.B. haben wir f�ur denViererimpuls p! p̂ = � � p; �p! �̂p = �p � ��1 mit(p̂; p̂) = �p � ��1 � � � p = �p � p = g�� p� p� = p� p� = m2 c2:De�nieren wir noch (g��) � (g��)�1;so folgt f�ur den Minkowski-Raum (g��) = (g��):



16.4. DIE LORENTZ-GRUPPE, VIERERVEKTOREN UND TENSOREN 225Mit F �� � g�� g�� F�� = �F ��erhalten wir dann f�ur die relativistische Lorentz-Kraft die kompakte symmetrischeForm dp�d� = q F ��(x) u�; � = 0; 1; 2; 3;und f�ur die zugeh�orige Lagrange-Funktion~L = �mc ( u� u� )1=2 � q u�A�:Wenn die Komponenten A�(x) des Vektorpotentials sich bei Lorentz-Transformati-onen wie A�x)! Â�(x̂) = �� � A�(x); � = 0; 1; 2; 3;transformieren, so folgt f�ur die Komponenten F �� des Feldst�arketensors:F ��(x)! F̂ ��(x̂) = �� � �� � F ��(x):Die obigen Gleichungen f�ur die Lorentz-Kraft sind bei solchen Transformationen"Lorentz-kovariant", d.h. beide Seiten transformieren sich wie Vierervektoren undhaben daher in allen Inertialsystemen die gleiche Form. Im System Î gilt alsodp̂�d� = q F̂ ��(x̂) û�; � = 0; 1; 2; 3:Mehr zur speziellen Relativit�atstheorie �ndet man in1. M. Rinke, Skriptum zur Vorlesung "Spezielle Relativit�atstheorie", WS 97/98;dort auch weitere Literaturhinweise.2. E.F. Taylor and J.A. Wheeler, Spacetime Physics: Introduction to SpecialRelativity, 2nd ed., W.H. Freeman and Co., San Francisco 1992.3. R.U. Sexl und H.K. Urbantke, Relativit�at, Gruppen, Teilchen, 2. Au
age,Springer-Verlag, Wien und New York 1982.
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