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Kapitel 1

Vorbemerkungen

1.1 Voraussetzungen

Vorausgesetzt werden Kenntnisse der Elektrodynamik wie sie im Grundkurs ”Phy-
sik” vermittelt werden sowie Kenntnisse aus der Mathematik von Funktionen meh-
rerer reeller Verdanderlicher (s. hierzu die am Anfang des Mechanikskriptums ange-
gebenen mathematischen Lehrbiicher von Grofimann sowie von Grauert et al. samt
dem zugehorigen Band IIT von Grauert und Lieb, der die Mathematik zur Elektro-
dynamik enthélt.)

Wiéhrend man es in der Mechanik mathematisch vor allem mit gewohnlichen Dif-
ferentialgleichungen zu tun hat, werden in der Elektrodynamik die physikalischen
Systeme mit Hilfe von partiellen Differentialgleichungen beschrieben. Die sy-
stematische Kenntnis der Theorie solcher Gleichungen wird nicht vorausgesetzt son-
dern die erforderliche Mathematik im Laufe der Vorlesung bereitgestellt.

Gute Lehrbiicher zu den in der Physik, insbesondere der Elektrodynamik, vorkom-
menden partiellen Differentialgleichungen sind die folgenden:

e R. Courant u. D. Hilbert, Methoden der Mathematischen Pysik T, 3. Aufl.
und II, 2. Aufl. (Heidelberger Taschenbiicher Bde. 30 u. 31), Springer-Verlag,
Heidelberg etc. 1968;

e E. Kamke, Differentialgleichungen II, Partielle Differentialgleichungen, Akad.
Verlagsgesellschaft, Leipzig 1965;

e A. N. Tychonoff u. A.A. Samarski, Differentialgleichungen der Mathemati-
schen Physik, VEB Deutscher Verlag der Wissenschaften, Berlin 1959;

e G. Hellwig, Partial Differential Equations, 2.Aufl., Teubner, Stuttgart 1977.

1.2 Literatur zur Vorlesung

1. J. Honerkamp u. H. Romer, Grundlagen der klassischen Theoret. Physik, 3.
Aufl., Springer-Verlag 1993;
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2. R. Becker u. F. Sauter, Theorie der Elektrizitdt, Band 1, 21. Aufl., Teubner-
Verlag 1973;

3. W. Panofsky u. M. Phillips, Classical Electricity and Magnetism, 2nd Edition,
Addison-Wesley 1972;

4. The Feynman Lectures on Physics, Vol. II, Addison-Wesley 1972;
Zweisprachige Ausgabe (Englisch und Deutsch) beim Verlag Oldenbourg, Miinchen;

5. J.D. Jackson, Classical Electrodynamics, 3rd Ed., John Wiley and Sons, Inc.,
N.Y. 1998; Deutsche Ubersetzung der 2. Aufl.: de Gruyter, 1983.
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Elektrische Ladungen

2.1 Grundphanomene der Elektrodynamik

In der Elektrodynamik hat man es mit elektrischen Ladungen, statischen und
bewegten (Strome), einerseits sowie elektrischen, bzw. magnetischen Feldern
andererseits zu tun; eines ist vom anderen nicht trennbar: Jede Ladung ist Quelle
von Feldern und Felder sind nur durch ihre Wirkung auf Ladungen nachweisbar!
Ladungen sind immer an Materie mit nichtverschwindender Ruhemasse
gebunden, z.B. Elektronen, Protonen etc., Felder konnen sich in Form von
Licht durch den leeren, d.h. materiefreien Raum bewegen und Energie
und Impuls transportieren.

Eine umfassende und vollstandige Theorie, die alle elektromagetischen Phanomene,
vor allem auch die atomaren, befriedigend erklart - z.B. auch die universelle " Quan-
tisierung” der elektrischen Ladung - gibt es bisher nicht, jedoch beschreibt die Max-
wellsche Theorie ausgezeichnet die makroskopischen elektromagnetischen Erschei-
nungen.

Im atomaren Bereich miissen i.a. Quanteneffekte beriicksichtigt werden (bei Abstdnden
von ca. 107 m und weniger).

Die elektrische Ladung hat eine atomistische Struktur: es gibt eine kleinste
nichtverschwindende elektrische Ladungseinheit ey > 0 und alle in der Natur
vorkommenden Ladungen sind positive oder negative ganzzahlige Viel-
fache Z¢, dieser Elementarladung e,.

Trager von +eq: Proton, Positron, Deuteron etc.,

Trager von —ey: Elektron, Antiproton etc.

Wahl der Vorzeichen ist historisch bedingte Konvention!

Das Elektron ist das leichteste bekannte Teilchen (m. = 9,1093897(54) -
103'kg), das die Ladungseinheit —e, tragt. (Die in Klammern stehende 54
bedeutet den Fehler von einer Standardabweichung bezogen auf die beiden letzten
Ziffern - hier 97 - der vorausgehenden Zahl!)

Leichtestes Teilchen mit Ladung +eq ist das Positron, das sich vom Elektron nur
durch das Vorzeichen der elektr. Ladung unterscheidet (sog. ”Antiteilchen” vom
Elektron; in unserer Umgebung des Kosmos iiberwiegen bei weitem die Elektro-
nen).
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Der tiefere Grund fiir die atomistische Struktur der Ladungen ist bisher nicht be-
kannt! Insbesondere weiffl man nicht, warum physikalisch so unterschiedliche Teil-
chen wie Positron und Proton die genau gleiche elektrische Ladung haben!
Elektrische Ladungen haben folgende (u.a.) voneinander unabhdngige wichtige Ei-
genschaften:

Fiir die Gesamtladung eines abgeschlossenen Systems gilt ein Erhaltungs-
satz und: rdumlich getrennte Ladungen iiben Krafte aufeinander aus:

2.2 Elektrische Ladung als Erhaltungsgrofle

2.2.1 Mikroskopische Formulierung

In einem isolierten System (z.B. einem Stiick Materie) befinden sich zu einem be-
stimmten Zeitpunkt ¢ = ¢t; N, positive und N_ negative Elementarladungen, d.h.
die Gesamtladung des Systems zum Zeitpunkt ¢, ist:

Q(to) = N(to)eo — N_(to)eo = (N (o) — N-(to))eo

Dann gilt folgender Erhaltungssatz:

Die Grofle Q(to) bzw. (N, — N_) ist fiir ein isoliertes System zeitlich kon-
stant, d.h. jede Anderung von N, wird durch eine entsprechende Anderung von
N_ kompensiert!

Beispiele: Falls ein Elektron (N_ = 1) in ein Proton (N, = 1) "fallt”, so
entstehen ein Neutron (Ny = N_ = 0) und ein Neutrino (Ny = N_ = 0); oder:
Falls Elektron und Positron "zusammenfallen”, so ”zerstrahlen” sie in Licht (N, =
N_=0).

Der Satz von der Erhaltung der Gesamtladung eines isolierten Systems ist ein
Erfahrungssatz. Da das Elektron (bzw. das Positron) das leichteste aller gela-
denen Teilchen ist, so hangt der Erhaltungssatz an der Stabilitat des iso-
lierten Elektrons (bzw. Positrons). Messungen (Untersuchungen des durch La-
dungserhaltung ”verbotenen” Zerfalls Elektron— Neutrino + Photon oder: Zerfall
e~ — 2v, + 17,) haben ergeben: fiir die Lebensdauer 7. des Elektrons gilt
7. > 10?2 Jahre!! (Alter des Kosmos: 10'° Jahre!)

Merke: Satz von der Ladungserhaltung ist unabhangig davon, ob man eg "mes-
sen” kann (dies geschieht erst durch das Coulombsche Gesetz), man mufl nur die
Anzahl der positiven und negativen Elementarladungen abzdhlen.

2.2.2 Makroskopische Formulierung des Satzes von der
Erhaltung der Gesamtladung eines abgeschlossenen
Systems

.
Notation: O : fester Punkt im Raum, P : beliebiger Punkt. OP= % : " Ortsvektor”
von P;

B(O; €7, é3,€3): orthogonale Basis in O. ¥ = x1€7 + 2263 + 2363, 1; € R,i=1,2,3.
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.
| OP || = ||Z|| = r : "Lénge” von 7, gemessen in Metern [m]. z;: Kartesische
Koordinaten.

7] = aillel® + 23l + 3]l el?, N6l = 1[m], i =1,2,3,
so daf}

I1Z]| = +(22 + 22+ 22)2, T+ 5= 2191 + Voo + T3ys .

Bei festen ¢; : 7 <> (71,22, 73) € R®. Ortsvektoren bilden 3-dim. Vektorraum (s.
Mechanik-Skriptum).
Zeitkoordinate: t, gemessen in Sekunden [s].

Makroskopische Grofenordnung von N, N_: ca. 10?4, Abstand der Atome: ca.
10710 m.
Dies legt makroskopisch folgende Approximation (mathem. Idealisierung!) nahe:
Ladungen sind kontinuierlich verteult.

Mathem. Prézisierung: Sei AV das Volumen einer Umgebung des Punktes P,
in der sich die Ladung ¢(AV) zum Zeitpunkt t befindet; dann definiert man als
Ladungsdichte:

Lo 4(AV)
N N

(Mathem.: p(Z,t) ist eine reellwertige Funktion von # und t.) Ist G ein beschrinktes
rdumliches Gebiet, dann ist

Q) = | dap(.1)

die zur Zeit t in G enthaltene Ladung.
Es sei 9(7,t) die Geschwindigkeit der Ladungstrdger am Orte # zum Zeitpunkt t.
Def.:

7(Z,t) = p(&.t)7(&,t) : Stromdichte .

Einfache Anwendung:
p und ¥ seien von ¥ unabhingig und f = a x b die orientierte Fliche des von @ und
b aufgespannten Parallelogramms, wobei || f|| = ||a@||||b]| sin £(a, b)

S
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Dann ist

7 F=170 1Al cos(2], f) = I(f: )

der zur Zeit t durch die Flache f_' hindurchtretende ”Stromfluf3”.
Anm.: Mathematiker nennen j(Z,t) cine vektorwertige Funktion von # und t,
wahrend Physiker j(a?, t) als ”Vektorfeld” bezeichnen.

Sei G ein (zeitlich unverdnderliches) raumliches Gebiet. Dann kann sich wegen
der Ladungserhaltung die in G vorhandene Gesamtladung [ d®*zp(7,t) nur dadurch
andern, dafl Ladungen durch die Oberfliche OG von G herein- oder herausflielen.
Mathematische Formulierung mit Hilfe des ”Oberflachen”-Integrals: Annahme: 0G
setze sich aus endlich vielen "glatten” orientierten Flachenstiicken zusammen.
Defintion eines glatten orientierten Flichenstiickes F'': Sei ST ein einfach zusam-
menhingendes Gebiet im R? und F' C R? ein ein-eindeutiges Bild von S

>
>~

€y, u O

Dabei gilt 7 = #(u,v) fir 7 € F', wobei die z;(u,v), i = 1,2,3, 1-mal stetig
differenzierbare Funktionen von u und v seien.

Die Tangentialvektoren ¢, bzw. {, an die Kurven u = const. bzw. v = const.
durch #(u,v) € F' sind durch

gegeben und sind wegen der vorausgesetzten Eineindeutigkeit der Abb. immer linear
unabhéangig!

ST sei so orientiert, daff seine Normale durch €;, x €;, gegeben ist und die Randkurve
von ST sei so orientiert, daB beim positiven Durchlauf von Rd ST das Gebiet ST
immer links liegt.

Die Normale von F' im Punkte #(u,v) ist ein positives Vielfaches von ¢, x t,,
d.h. die Orientierung von ST "induziert” eine Orientierung von F'' !

Ist AuAv die Fliache eines "kleinen” Rechteckes in der Umgebung von (u,v)
in ST, so entspricht ihm approximativ das orientierte Flichenelement Af(f) ~
(ty X ty)AuAv in der Umgebung von #(u,v) € F'.

Konsequenzen:
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1. Der Flicheninhalt von F' ist gegeben durch

L= [ Ve x Bl dudv = [ [£28,2 = (5 Rdudo |

2. Sei j(7,t) die Stromdichte in #(u,v) € F' zur Zeit t, dann flieBt der Strom
Al ~ j(Z,t) - Af|#(u, v)] durch Af in Richtung £, x f,, d.h. durch F' fliefit
zur Zeit t der Strom

LEY = [ @0 df = [ Jl#u )1 (@ x i) dud

Die Oberflache G eines beschrankten raumlichen Gebietes G 148t sich aus mehreren
glatten Flachenstiicken FiT .1 =1,2,...zusammensetzen. Thre Orientierungen seien
so gewihlt, daf die Flichennormalen ¢, xt,. in #(u;, v;) immer "nach auien” weisen.
Dann bedeutet j - (ta, X t,,) > 0: Positive Ladung flieBt nach aufien, bzw. negative
Ladung nach innen.

Der Satz von der Ladungserhaltung kann nun so formuliert werden:

- -

- 7 dPr = (7, 1) - df.
5 Lo nds = [ 5@ df

Es sei 0;p(7,t), 0 = 0/0t, in einer Umgebung AG mit Volumen AV (Z) stetig, dann
gilt (Mittelwertsatz)

—0up(T AV (T) ~ /

OAG

bzw.

- . 1 T S 2
—Op(Z,t) = AVI%:%I)lAU AV Jorc (Z,t) - df = divj(Z, 1)

)

Dies ist die "lokale” Form des Satzes von der Ladungserhaltung.

Berechnung von divj (" Divergenz” des Vektorfeldes j(¢, ¥)) fiir kartesische Koor-
dinaten, bei denen AG die Form eines Quaders mit den Seitenlangen Ax;, i = 1,2, 3,
hat:

- /AV I, t)

!

Al‘g

v Axl

v T2

I
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/ j d} ~ ]1 (.’L’l + Axl, .)Ax2A$3
0AG
+ ]2( ) +A$2,.. )A$1A$3
+ ]3( , I3 + AZE3)AZE1AZEQ
— ]1( )A$2A$3 — j2( )Axleg — jg(f)AleAJﬁg s
d.h.
= L - o 0
divj(Z,t) = O1j1(Z.t) + Ooja(,t) + 033 (2. 1), O = o

Die ”feldtheoretische” ("lokale”) Formulierung

Ayp(Z, 1) + divj(Z,t) = 0

von der Erhaltung der Ladung bezeichnet man auch als ” Kontinuitatsgleichung”.
Sei G ein Gebiet C R?® mit einem Rand OG, der aus endlich vielen glatten
Flachenstiicken besteht. Dann ergibt sich aus den obigen Gleichungen:

/ d}-]:/ div] d*z
oG G

Dies ist Spezialfall des Gauflschen Satzes fur vektorwertige Funktionen:
Ist A(Z) ein in G stetig differenzierbares Vektorfeld, so gilt

i=1"1 i=1

wobei F stetig differenzierbares Bild von S = (u;,v;) C R* mit £, x t,, # 0.
Das Oberflichenintegral ist von der speziellen Form der Parametrisierung (u;, v;)
unabhéngig (s. Ubungen).

2.3 Krafte zwischen Ladungen

Ladungen lassen sich nicht nur abzdihlen (als Vielfache der Ladung vom Elektron),
sondern auch messen (beziiglich bestimmter Einheiten), da rdumlich getrennte La-
dungen Krdfte aufeinander ausiiben:

Zunéchst sei j(Z,¢) = 0 fiir alle £ und t. Dann folgt aus der Kontinuititsglei-
chung 9;p(Z,t) = 0, d. h. p(Z,t) ist zeitlich konstant: Elektrostatik.

Seien ¢; und ¢y die Ladungen in "kleinen” Umgebungen AG; von den Punkten
P; mit Ortsvektoren 7;; d.h. fiir den Durchmesser d; von AG; gilt d; < ||T1— 25|, 7 =
1,2. Im Limes d; — 0 spricht man von ”"Punktladungen” in #;. Ferner sei p(Z) =0
fir ¥ ¢ AG;.Dann {ibt die "statische” Ladung ¢, auf ¢; die Kraft (Coulombsches
Gesetz)

- G192 T1 — T3
K
27 dre, |71 — a))P
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aus . Die Konstante ey hdngt von der Wahl der Einheiten ab: man kann (wie
GauB) ey = 1/4r setzen und dann die Ladung in Einheiten (dyncm?)z = em3s g2
messen. Man erhélt dann fiir die Elementarladung:

ol

ep =4.80...1071 cmgs’lg

Die Techniker und Experimentalphysiker benutzen jedoch i.a. andere Einheiten:
Grundeinheit (aufler m, s und kg): Stromstirke (Ladungen pro Sekunde),
gemessen in Ampere [A]. Die Einheit der Ladung ist jetzt: Ampere - Sekunde =
"Coulomb”. Jetzt mufl man ¢, ezperimentell bestimmen. Messungen ergeben:

g0 = 8,854187817-10 2Asm 'V, V=Volt =kgm?s *A!
Fir die Elementarladung ey erhalt man nun:

eo = 1,60217733(49) - 1077 A s

2.3.1 Eigenschaften der Coulomb-Krafte
1. K1 = —Ky;  (Tactio = reactio”)

2. Gleichartige Ladungen, ¢1qg2 > 0, stoflen sich ab, ungleichartige, ¢1qo < 0,
ziehen sich gegenseitig an.

3. Zur experimentellen Genauigkeit: Untersucht wurden die Abweichungen
vom Coulombschen Gesetz fiir r = ||#] — 23| — oo und fiir r — 0.
Grofse Abstinde: Hier parametrisiert man mogliche Abweichungen vom Cou-
lomb-Gesetz in der Form

, 1
| K2l = const. —e "
r

Man kann zeigen, dafl der Parameter p physikalisch als inverse Compton-
Wellenlange des Photons interpretiert werden kann:

= 1 _m,c
/\0(7) ho’

wobei m, die Ruhemasse des Photons ist. Aus verschiedenen Messungen er-
geben sich die folgenden oberen Schranken fiir m.:

Messungen am Kugelkondensator (1971): m., < 1,6-10"*g.

Messungen des magnetischen Dipolfeldes vom Jupiter mittels Raumsonden
(1975): m, < 8-10"%g.

Rechnungen zur Stabilitdt von Galaxien in Zusammenhang mit den dort vor-

handenen magnetischen Feldern: m., < 107%g.

Kleine atomare Abstinde ( v < 107'%¢m): Hier bekommt man Modifikatio-
nen der 1/r-Singularitit des Coulomb-Gesetzes durch relativistische Quan-
teneffekte, die z.B. zu einer zusédtzlichen Aufspaltung von Wasserstofflinien
fiithren.
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4. Superposition von Kraften: Sind ¢; statische "Punktladungen” an den Raum-
punkten 7;, 7 = 1,...,n, und ist q eine Punktladung im Raumpunkt &, so er-
gibt sich fiir die Gesamtkraft K (¢, #) durch Vektoraddition (”Superposition”)
der Einzelkrafte Kl.

K(q, %)

02|

i=1

4W€g

Diese Gleichung gilt nur dann, falls das "Hereinbringen” der Ladung ¢ die
Ladungen ¢; raumlich nicht verschiebt. Gegenbeispiel: ¢; seien Ladungen
in einer nach auflen neutralen metallischen Kugel, in der sich die Ladungen
q; frei bewegen konnen. Bringt man nun ¢ in die Ndhe der Metallkugel, so
verschieben sich die ¢; derart, dafl ¢ von der Metallkugel mit einer Kraft
angezogen wird, die proportional zu ¢? ist! (nicht, wie oben proportional zu
q). Der Grund hierfiir ist "Influenz” (s. weiter unten).

Verallgemeinerung: die Ladungsdichte p(%) sei in einem beschrankten Gebiet G
von Null verschieden: p(%) # 0 fiir ¥ € G, dann wirkt auf eine Ladung ¢ im Punkt
7 ¢ G die Kraft

K(q,7)

/ p(y
47T€o ||='L“ - y||3

Sind die Ladungen nicht rdumlich sondern fidchenhaft verteilt, so tritt an die Stelle
der raumlichen Ladungsdichte p die Flichendichte: es sei F'' ein Flichenstiick und
= ||Af]|(#) eine Umgebung ¢ F' von § € F', in der sich die Ladung Agq
befindet, dann ist
o _ i 24
w(y) = Jim N
die Fldchendichte der Ladung in 7/ .
Sei F! ein endliches glattes Flichenstiick und ¢ eine Ladung in ¥ ¢ F', dann
gilt analog zu oben

como L[ @@
R(0.5) = g [ = 1]
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Statische Elektrische Felder

Das Coulombsche Gesetz ist zunachst formuliert fiir Krafte zwischen Ladungen an
verschiedenen Raumpunkten (sogenannte ” Fernwirkungstheorie”). Es lafit sich
jedoch in folgendem (”feldtheoretischen”) Sinne uminterpretieren:

Die obigen Ausdriicke fiir die Kraft I?(q, #) "faktorisieren” in 2 Groflen:

K(q,
E(

) = qﬁ(_'), wobei

_ )
) = an—*w’

471'50
ﬁyllz”

oder B(Z) = 471'50/ Py
?J)( )

S w

8y

=

I

Hier hangt der 1. Faktor ¢ nur von der Gesamtladung ¢ des "Massenpunktes” in &
ab und E(Z) nur von den ¢; bzw. p(7) und ihren Lagen 7} bzw. .
Man bezeichnet E( ¥) als die von den Ladungen ¢; (bzw. p,w) erzeugte elek-
trische Feldstarke!
Der entscheidende Fortschritt (dies wird erst spéter deutlich) entstand (durch Fa-
raday und Maxwell) in der Elektrodynamik dadurch, da man dem Feld E(7) eine
eigene physikalische ” Existenz” zuschrieb, unabhangig davon, ob die " Test”-Ladung
¢ in # vorhanden ist oder nicht!!

Die elektrische Feldstarke E(f) ist eine vektorwertige Funktion bzw.
ein ”Vektorfeld”, das sich so bestimmen laf}t:

1. Durch Messung der Kraft I?(q,a?) auf eine an den Punkt Z gebrachte ”Pro-
be’-Ladung q. Hierbei ist u.a. wichtig, dafl das mit der Testladung ¢ selbst
verkniipfte elektrische Feld gegeniiber E(f) vernachlassigbar ist, da man sonst
etwas anderes als E(Z) (ohne ¢) messen wiirde, d. h. man ist an

A7) = lim R (g, 7)

q—0 q

interessiert. E wird hier als "AuBeres” Feld betrachtet! Da i.a. die Pro-
bekorper, auf denen die Testladungen sitzen, eine endliche Ausdehnung haben,

11
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so lassen sich dann auch nur Mittelwerte < E > (Z) messen, wobei iiber das
Volumen des Probekorpers gemittelt ist.

2. Falls man die Ladungsverteilungen ¢;(%;), bzw. p(#) genau kennt, dann kann
man E(Z) berechnen.

3.1 Gauflscher Satz iiber Felder und Ladungen

Frage: Gegeben sei ein Gebiet G mit Rand 0G. Bekannt sei die elektrische Feldstarke
E(#) fiir £ € G ; was 148t sich iiber die Ladungen in G sagen ?

G enhalte den Punkt # = 0 im Innern und dort (und zunéchst nur dort) befinde
sich die Ladung ¢, und damit im Punkte & das Feld

4(ﬁ) 1 T
)= —(qr==-
dmeo EP

Fiir 7 # 0 gilt

[EcH R A RS i

0; i=1,2,3,

und damit
3

i=1

Fir # = 0 ist divE wegen der Singularitdt des Nenners von E zunichst nicht
definiert.
Ausweg:

S

‘ B

S

Da # = 0 im Innern von G liegt, so gibt es immer eine Kugel K vom Radius a mit
Oberflache O} , die den Mittelpunkt © = 0 hat und ebenfalls ganz in G liegt. Die
Anwendung des Gaufischen Satzes auf G — K ergibt

o:/ divéd%:/ E-df:/ B-df— [ E-df
G-K a(G—K)t Flel oKt
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Anmerkung: Bei 9(G — K)' zeigt die Normale von O in die Kugel, bei K"
aus ihr heraus!
Wegen

B-df = / dfl| = L
/o f drega? Jog 4] €0

T
K

erhalt man

8[]/ Ed}:q
oGt

Befinden sich innerhalb des Gebietes G n verschiedene Ladungen ¢, ..., ¢,, so ergibt
sich analog

eo/amﬁ-d?zgqi:@m)

Def.: Man nennt .
E-df
OGT

den ”FluB der elektrischen Feldstirke E durch die Fliche 0G!.
Die obige Formel enthéilt die fundamentale Aussage: Der Flufl der elektrischen
Feldstarke durch die Oberflache eines Gebietes ist ein unmittelbares Maf
(=Q(G)/ey) fiir die im Gebiet vorhandenen Ladungen!! (Gau$f).

3.1.1 Die Diracsche Delta-” Funktion”

Die gerade diskutierten Beziehungen lassen sich mathematisch folgendermafien in-
terpretieren:
Die Gleichung

8[]/ Edf:q
oGT

ergibt sich formal aus dem Gaufischen Satz, falls

/ f-df_i/d?,xdiv F 1, fir £=0
oc 4| 7|3 47 Je 1Z|2 | 0, fir =0

Prazisierung: Man definiert

T 1 1
= —div(grad———) = ~A——,
A || 7| A || 7|

5(7) = di

REIEE

wobei
A =0} +0; +0;.
Die Grofle 0(Z) ist keine Funktion im iiblichen Sinne, jedoch eine wohldefinierte
mathematische Grofie:
Sei x (&) eine Funktion, die (hier) mindestens einmal stetig differenzierbar ist und die
fiir ||7]| > a verschwindet (Beispiel: (&) = exp(—a?/(a® — ||Z|]?)) fir r = ||7]| < a
,und x(&) = 0 fiir 7 > a), dann hat man fiir ein Vektorfeld A(Z) wegen

div(y A) = A - grady + ydivA
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die Relation
/ X/f—df_':/ div(y A) d*z :/ /f—gradxd?’x—l-/ ydivA d®z.
oG G G G
Wihlt man  so. daB (&) = 0 fiir # € 0@, dann ist [, x A - df =0, d.h.
/ x(Z) divA dPz = —/ A - grady d*z.
G G

Diese Gleichung wird zur Definition des ”Funktionals” oder der ”Distribution” §(%)
benutzt:

1 T
= [& /d3 —d :——/ - orady d3.
A= [ daxi@) X IHH3 ar ) JEpE ST

Die Berechnung des Integrals erfolgt mittels Polarkoordinaten:

r1 = rcospsind
Ty = rsingsind
r3 = 7rcosdv .

Mit x(r, p,9) = x(&) gilt: & - grady = r dx/dr. Wegen
APz = r?dr dQ = r?sin 9 dr dp dv

ergibt sich

17 ! * a2
_ = —_— Q/ —X
47r/ - gradyd®s g /d ; dTaTX(T, ©, V)
1 5 -
= _E /dQ[X(’r = 00, @, 19) _X( 07 Qov’&)]
=0
= x(¥=0),

da x(r =0,p,9) = x(# =0). Es gilt also

= [ @ (@) 8(7) = x(0)

Die zunéchst formal eingefithrte Groe 6(#) hat demnach folgende inhaltliche Be-
deutung:

Ist x(7) eine mindestens einmal stetig differenzierbare Funktion, die fiir
r — oo hinreichend stark verschwindet, (x heifit auch ”Testfunktion”),
so bedeutet 0(%), bzw. dy[x| ein sogenanntes ”Funktional”, ” Distribution”
oder ”Verallgemeinerte Funktion” , die der Funktion x(Z) ihren (reellen
oder komplexen) Wert x(7# = 0) zuordnet.

Anmerkung: In dieser Weise kann man das d-Funktional - das in der physikalischen
Literatur als ”Diracsche J-Funktion” bezeichnet wird - natiirlich auch in einer,
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zwel etc. Dimension einfiithren.
Ist b ein beliebiger Raumpunkt, so definiert man

= =

o5 = [ dax(@)6(F = B) = [ dax(@+ Do) = x(B)

Aus der Definition von (%) folgt
8(—7) = 0(F), 6(A\T) = A0(F), A > 0;

—

Die Distribution 6;(z) = x(b) ist auch definiert, falls x nur stetig ist!

3.1.2 Ladungen als Quellen von elektrischen Feldern

Ist | g(@ )
=g gn ql x - x’L
E —
)= ey & =il
so gilt
N n
eodivE(T) =Y q:6(7 — 77)
i=1
Anstatt diskreter Ladungen qq,...,q, sei eine einmal stetig differenzierbare La-

dungsverteilung p(#) gegeben, die auflerhalb eines beschrankten Gebietes G ver-
schwindet. Zunachst gilt fiir 7 ¢ G:

= 1 (7 —7)
B(7) = /d3 7 .
(%) pey 8 yp(y)w_ﬂ3

Die rechte Seite existiert jedoch auch fiir ¥ € G! Beweis: Man lege um den Punkt
¥ eine kleine Kugel K mit Radius a, so dal K C G. Das Integral

dgy(ﬁi_,:/dz e A=Y — T,
/K & =gl e {2

existiert, da zwar der Integrand wie ||Z]|~2 bei Z = 0 singulir wird, das Volumen des
Integrationsgebietes jedoch wie ||Z]|> gegen Null geht! Aufgrund des Mittelwertsat-
zes gilt

-z

li B o7 -9 = o(2) i 3
23 e PO g —ge = PN AT

=0,

d.h. bei stetigem p(Z) tragt der Punkt # = ¢ zu dem obigen Integral {iber G nicht
bei.

Fiir divE erhalt man

1

. -y
Pyp(if)div, (———).
4MO/G yp(y)div (||f—g||3)

divE(Z) =

(div,= Divergenz-Bildung beziiglich Z.) Wegen

1
—div,(

T
47 T

— 9 L L
W)Zﬂx—y):fﬂy—x)
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erhdlt man, da p(%) als " Testfunktion” interpretiert werden kann,

a1 1 1
divE(#) = — [ @yp()d(5—7) = —dilo] = — (@)
€0 €0 €0
Als "lokale” Beziehung zwischen E(Z) und p(Z) haben wir demnach die fundamen-
tale Gleichung

o divE(Z) = p(7) .

Ist p(#) vorgegeben, so hat man umgekehrt (s. oben):

- B} ; 1 p(y

und wegen div(grady) = Agp, geniigt ¢(7) der Gleichung

Ap(T) = ——p(T) .

Man nennt ¢ "elektrisches Potential” (s. unten)
Bemerkung: Bei Punktladungen kann man (formal)

n

p(T) =D q:0(% — 7))

i=1

definieren.

Bisher ist eodivE = p fiir Punktladungen und Raumladungen definiert, es fehlen
noch die Flachenladungen:
Es sei weiterhin E(7) = —grad(Z), wobei ¢(7Z) {iberall stetig sein soll, im Unendli-
chen mindestens wie ||| ~! verschwinden und ferner E(Z) fiir grofe ||#|| mindestens
wie ||Z]|72 abfallen soll.
Sind f1(), fo(#) zwei Funktionen, so gilt

div(fy - grad fo) = (grad fi)(grad fo) + fi div(grad fy).

Subtrahiert man hiervon div(fs grad fi), so erhélt man

div(figradfo — fagradfi) = il fo — oA fi,

und durch Integration die Formel (Green)

| (fremadfs = fogradfi) -df = [ (hAf= LAJES
oG G

Anwendung auf
1 1

CdnlE g

fl = ¢(£)7f2
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Da Ap(%) = —p(¥) /g0, Afy = —6(Z — ¥), so folgt

ijn EG)  (E-17)

dm Joa™[|T =gl |7 —g1°

o() - df(§) =

1 /d3 o) [ e@ fir FeG-0G
dreg Je " VE—g] |0 fir  #¢G

Bemerkung: Sitzen auf dem Rande 0G Flachenladungen, so wird E(Z ) dort i.a.
nicht stetig sein. Bei dem obigen Oberflachenintegral ist dann E;, = E.
nehmen.

Da G beschrankt ist, so gibt es eine Kugel K mit Radius a derart, dafl G C K.

Analog zu oben erhilt man:

innen ZU

1 = 1 -l . .
N N d
1 | ,

T an /BK(' ) - dfg) = 4r /ac:(' ) -df

=

_ 1 P 5 | el@) fir 7€ (K-G)-0(K)
B 47r50/ ||x—_’||d {0 fir 7 ¢ (K —G)

Hier ist bei dem Integral iiber OG fiir die Feldstarke E=E, = Eauﬁen zu nehmen!
Im Limes a — oo verschwindet das Integral iiber 0K, da der Integrand mindestens
wie |7 — 7]| % gegen Null geht, die Oberfliche von K aber nur wie ||#]|*> anwéchst!
Also gilt:

—i/<iw>fq-—@‘%m>>wu

Am Joa 17 =gl (17—l
_ 1 / &y ply) | e(@) fir e (R*-G)
ey JrR2—¢ 7 ||7 — 7| 0 fir 7 ¢ R —

Addiert man die Integrale iiber G und R® — G, so bekommt man

o@) = o [t [ L2 afia)

471'60

Der erste Term auf der rechten Seite ist von frither her bekannt. Der zweite ist
folgendermaflen zu interpretieren: Fiir E(¥) = —gradp(&) erhdlt man

T L B et IV S R
B(7) = AGW_Wga B;) - af(5).
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Ist 7i(%) (= t, X ty/||tw x t4]|) der nach auBen zeigende Flichennormalen-Vektor im
Punkte ¢, so folgt (s. Kap. 2.3.1, Ziffer 4):

eo(Ea(§) = Ex(5)) - 1(§) = (i),
w : Flachendichte der Ladung.

Zusammenstellung der wichtigsten bisherigen Formeln iiber den Zusammenhang
zwischen Ladungsverteilungen und den zugehorigen statischen Feldern:

o divE(#) = YL, ;0(F - §i), oder
eodivE(Z) = p(Z), oder
eo(E, — E))(7) - i1(8) = w(F) .

Einige einfache Anwendungen

1. Es sei B = const., dann ist divE = 0, d.h. ein konstantes elektrisches Feld
kann es nur dort geben, wo p(&) = 0. Allerdings folgt aus divE(&) = 0 nicht,
daB E = con'st..

Ist dagegen E = A7, so folgt divE = 3\ = const. In diesem Falle ist p =
3egA = const..

2. p(%) hiange nur von n = ||¢|| ab, dann hat

- . ) 1 p(n)
E(%) = —gradp(Z), ¢(@) = dme, /G |7 — ?degy

nur eine Komponente in Z-Richtung:

g

E(%) = Eé,, & = 1= fiir p=p(||Fl]),

BN

falls auch das Gebiet G allein mit Hilfe des Abstandes n beschrieben werden
kann.

Beweis: Man fiihre raumliche Polarkoordinaten y; = ncos a:sin 4, yo = 7 sin asin ¢,
ys = ncos ¥ so ein, dafl die y3-Achse mit der durch den (festen!) Vektor & de-
finierten Richtung zusammenfillt. Dann wird ||Z — || = (> +n? — 2ry cos ) 2

und

1
471'60

p(n)
(r2 412 — 2rycosd)?

Da das Gebiet GG nicht von den Winkeln abhangen soll, so 1483t sich die Inte-
gration iiber « sofort ausfiihren:

1 i 7 2 si
29 0 (r2+4mn?—2rncosd)?

(%) = / dn do dd n? sin 9
G
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Hierbei beschreibt die Funktion f(n) die nach Voraussetzung nur vom Ab-
stande n abhangige Begrenzung des Integrationsgebietes GG. Setzt man z =
cos ), so folgt wegen
_1
2

d
E(r2 +n? — 27“772')% = —rn(r*+n*—2rmz)"2,

daf
1 +1 1 f(r)

= £(r) 2 2 1/2 2
o(7) ——2€Or/ dnp(n) [(r* +n” =200 2)°] = s dnn’ p(n),

und daher p(Z) = ¢(r).

Man kann E,(r) auch einfach mittels des GauBischen Satzes aus divE (%) =
p(%) /ey berechnen:

Integration iiber die Oberfliche O(r) einer Kugel K (r) vom Radius r ergibt

/ E-df = E,,(r)/ |dfl| = 4nr2E, (r).
O(r) O(r)
Andererseits erhalten wir fiir die Ladung in der Kugel :
Q) = [ d*yo(n) = dx [ dnnPo(n).
K(r) 0

Der Gaufische Satz liefert dann

1 Q(r) " 2
E,(r) = , —4 / d .
(r) P Q(r) = 4n o p(n)
Spezialfall:
Sei p = const. # 0 fiir r < a und p = 0 fiir r > a dann gilt
1
E.(r) = 3—€Upr fir r < a,
1 1 1
E.(r) = —pa®— = Q fir r > a,

3eo. 12 Amegr?’

wobei () die Gesamtladung. Das Resultat besagt, dafl eine Testladung sich
im Innern der Kugel im Kraftfeld eines radialsymmetrischen harmonischen
Oszillators und auflerhalb wie im Feld einer Punktladung () bewegt.

3. Flachenladungen: Die (x,z5)-Ebene sei mit Ladungen der Dichte w =
const. # 0 belegt. Dann haben wir

E(#) T
E@) 471'50// “lE— gt

Variablensubstitution @ = § — & = (y1 — 21, Yo — T2, —23), y3 = 0 ergibt:

Bra(@) = 47r50//oc ||u||3d“1d“2’

. +o0 duidu
By(?) / / e
47T50 Ul + U2 + x3 5
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Mittels Variablensubstitution u; — —u;,us — —uo sieht man, dafl Ey, =
—FE,5 = 0. Die Einfithrung von Zylinderkoordinaten (u; = ncosd, uy =
nsind) ergibt

) 27 ndndﬂ w [ 1 ro
Es5(7) / / = oo T | T |
47T€o (n? +:c3 2 (n? + 23)2

W .
o 1 x5 2o fir z3 >0
3= Wi = w .
2e0 |z3] —— fiir 23 <0
260

d.h. F3 macht an der Ebene 23 = 0 den Sprung AF3; = w/e, entsprechend
der Formel ¢g(E, — E;) - i = w. (7 weist hier in die positive z3-Achse!). Das
zugehorige Potential ist (bis auf eine additive Konstante) :

%0(@ = —2—€O|$3\

Bemerkungen:

1. Das Integral

+oo uydudus
[1(333) = // 3
—oo (uf +u3 +23)2

ist so zu verstehen (symmetrische Integration!): Fiir 23 # 0 definiert man:

I(xz3) = lim =0,

a— 00

/ UlduldUQ
(u2 + u + 22)?

oder

I

ta 2w n oS godndgo
I(z3) = lim /
a— 00 0 ,'7 + x3

(da [7" cos pdp = 0). Frage: Wie hat man fiir 23 = 0 vorzugehen? Antwort:
man gehe (aus physikalischen Griinden !) von einer Ladungsschicht mit end-
licher Dicke d aus. Dann ist in der Mitte der Schicht £ = 0 (Nachrechnen!).
Dies bleibt so fiir d — 0. Deshalb setzen wir

E(f) =0 fiir 3 =0, 1, x5 beliebig !

2. Man bringe eine zweite mit der Ladungsdichte —w belegte nicht leitende
Ebene in den Abstand d von der ersten (parallel zueinander). Dann addieren
sich die Felder und man hat:

() = 0 fiir 23 <0,
( ) (0,0,&)/6(]) fur 0<$3 <d,
() = 0 fiir 23 > d.

8y

esTles eS|l
8y
Il
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Das von der ersten Ebene in einem Punkt der zweiten Ebene erzeugte Feld
ist (0,0,w/2e0). Auf einem Flachenstiick Af der 2. Platte befindet sich die
Ladung —wAf, d.h. auf dieses Flachenstiick wirkt die Kraft

Kap=~wAf(0.0,0/2e) = (0,0, ~w?/220) A f

Dieser Ausdruck legt es nahe, folgende ” Flachenkraft-Dichte” zu definieren:

— . 1 — 9
k= AI}IBU A—fKAf = (0,0, —w”/2¢y) .

Die Verallgemeinerung wird im nachsten Kapitel beschrieben.

3.2 Die Wirbelfreiheit des elektrostatischen Fel-
des

Aus den obigen Ergebnissen folgt: Sind die Punktladungen ¢,....q,, die Raum-
ladungen p(%) und die Fliachenladungen w(%) gegeben, so hat man am Orte 7 die
Feldstarke

=

E(#) = —gradw(*)

o(F) = Z

47'('5[] i—1

d3 37 d w(gj) .
TR A R A )

Bringt man nun eine Punktladung ¢ an den Punkt Z, so wirkt auf sie die Kraft
K(7) = qE(7).

Es sei nun C' : #(1), 1 < 7 < 7, ein Weg im R? von (1) = #(ry) nach #(2) =
Z(72).

Mechanik: Wirkt auf einen Massenpunkt die Kraft I?, so leistet die Kraft langs
des Weges C'T am Massenpunkt die Arbeit

Der Wert von Ao hingt i.a. vom Wege O ab, allerdings nicht in dem wesentlichen
Falle, dafl K = —gradV (%), da dann

und
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In unserem Falle ist V(&) = qo(Z) , d.h. auf dem Wege von #(1) nach #(2) wird,
unabhangig vom Wege C’IT_Q, an der Punktladung ¢ die Arbeit

A S 7 . di
Ap = / qE(T) - dif = —q | [gradg(#(7))] - — dr
ct T1 dr

UIQE Y1 — P2, (AOZEQO(:E(Z)) ) i:172a

geleistet!

Us: Potentialdifferenz zwischen den Punkten #(1) und #(2) = elektrische Span-
nung zwischen #(1) und #(2)! Die Spannung U;s wird in " Volt” gemessen.
Bemerkung: Das Potential ¢(%) selbst hat keine unmittelbare physikalische Be-
deutung, wohl aber die Feldstirke E(%); da E(Z) = —grade(), so ist (&) fiir ein
gegebenes E bis auf eine Konstante bestimmt (aus grade(Z) = 0 folgt ¢ = const.)!
Die Spannung U;,; hat dagegen eine eindeutige physikalische Bedeutung, da sie die
Differenz zwischen Potentialwerten beschreibt!

Beispiele:

1. Zwischen den beiden Ebenen von S. 20 werde die Ladung ¢ von der 1. zur
2. Platte gebracht. Es gilt £ = (0,0, F3 = w/eg) zwischen den Ebenen, also
¢(#) = —E3x3 + const., d.h.

w
Uiz = Y1 — P2 = Esd = —d,
€0

da ¢ = const., 3 = —Fsd + const., d : Abstand der Ebenen.
Plattenkondensator:

Die unendlich groflen Ebenen lassen sich in der Praxis gut durch 2 endliche
Fldachen ("Platten”) vom jeweiligen Fldcheninhalt F' approximieren, solange
die Ausdehnung der Flichen grofy gegeniiber dem Abstand d ist. Die Gesamt-
ladung @ ist dann Q = wF und Uy = éQ(d/F) Der Quotient

OEQ/U]_Q :€0F/d

héngt nur von der Geometrie der Anordnung ab und heifit ”Kapazitat” (ge-
messen in A s/V = "Farad” = F) des ”"Plattenkondensators”.

2. Bei dem Potential
0(7) = LN
47'('60 ||f - 551”
einer Punktladung ¢; am Orte 77 hat man die additive Konstante ¢ so gewéhlt,
daB ¢(||7]| — oo) = 0. Bringt man nun die Ladung ¢ aus dem Unendlichen
(Z(1) = 0o) an den Punkt # (= #(2)), so wird dabei vom Feld E = —gradyp

die Arbeit
" 1 qd1

27 T dney |7 — 7|
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geleistet.

23

Die von der Punktladung ¢ gegen das Feld geleistete Arbeit ist dann

A12 =

_A12

1

3. In vielen technisch wichtigen Fallen hat man

qq1

- 471'60 ||f—f1||

©(Z(1)) = p(Erdoberflache)

und man nennt den Punkt Z(1) dann (elektrisch) ”geerdet”.

3.2.1 Die ”Wirbel” eines Vektorfeldes
und Stokesscher Integralsatz

Es sei CT ein geschlossener Weg, der sich aus endlich vielen "glatten” (d.h. d7/dr
ist stetig) Kurvenstiicken CZT zusammensetzt, die sich nicht schneiden. Anfangs-

und Endpunkt des Weges fallen zusammen.

Schreibweise bei Wegintegralen, falls der Weg geschlossen ist:

/ ...dfzj{...d
ct

—

X .

Da E(%) = —grade, so folgt nach S. 22 (#(1) = #(2))

fﬁ(f) -d¥ = 0 fiir alle stiickweise glatten geschlossenen Wege!

Die "lokale” Formulierung dieses Sachverhaltes sieht so aus:

Sei A(Z) ein einmal stetig differenzierbares Vektorfeld, dann heifit

—

ZcT (A) =

ct

j-dfzfj-df

die ?Zirkulation” von A langs des geschlossenen Weges C'.

Man ziehe nun C" auf einen Punkt # zusammen, und zwar folgendermaflen: durch
# und C" lege man ein glattes Flichenstiick F', so da # € F' und 9F" = O™,
Die Flichennormale in 7 sei 7(%). Fiir kleines FT = Af gilt annéhernd: Af ~

|Af]|7(Z). Den Limes

1

lim ——
lafl—o ||Af] Jet=a(

-

Af)

—

A@) - d

—

T\ (%) fest

kann man als Projektion (rotA) - 7i eines Vektors (rotA)(Z) auf die Richtung 7(7)
interpretieren (”Zirkulation” von A um 7 am Orte 7 !)

(rot A) (&) selbst bekommt man, indem man seine Komponenten (rotA); in drei
voneinander unabhangige Richtungen 7; berechnet!

Beispiel: Kartesische Koordinaten:
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To
3
Axy|C] ,Cl
2 4CI 2
v Axl

I
Es sei Af = AziAws iy, ity = (0,0,1). Léngs des Weges C] gilt
A; = Ay(Z) + 01 A1 (B) Ay + ...
und langs C’;:

A1 = Al(f-f‘ ALEQ) + 01A1(f+ ASCQ)ASCl + ...
= Al(f) + 82A1(.Q_3’)A$2 + 81A1(3?)Ax1 + ... s

also
/ ffdf = / A1d$1+/ A1d$1
cl+cg cl e
~ (—0,A1)Ax;Azy + hdhere Terme.

Analog ergibt sich :

/ A d7 ~ (01 Az) Azy Azy + hohere Terme,
cl+c]

also

- - ]_ —
rotA)s = (rotAd) -3 = Iim —— / A-d¥
(rotA)s = (rotA) - i |afll—0 AziAzy Joaf

= (01 Ay — 02 A1) (T).

Entsprechend erhélt man fur 7; = ¢€;, i =1,2,3,

rot A(Z) = (0243 — 0345)(7) &
+(D5A1 — 81 A3)(T) & + (1 Ay — Dy A1) (T) 5.

Falls A = grady, so folgt aus 9;0,p = 0;,0;p sofort rotA = 0.
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Die Umkehrung der obigen Uberlegungen (d.h. falls man F" aus kleinen Af:
"zusammenstiickelt” und dann zum Grenzwert des Integrals iibergeht, ergibt den
Stokesschen Satz

Ist A(Z) ein 1-mal stetig differenzierbares Vektorfeld
und F' ein glattes Flichenstiick mit stiickweise glattem
Rand CT = F", dann gilt

tA) - df = A di.
/FT(ro )-df - T

Anwendung auf die Elektrostatik: Da E = gradyp, so folgt

rot (%) = 0

d. h. das elektrostatische Feld E(Z) ist ”wirbelfrei”.

Umgekehrt 148t sich mathematisch zeigen, dafl aus der Giiltigkeit von rot E=0
in einem sternformigen, d. h. auf einen Punkt zusammenziehbaren Gebiet G die
Darstellung E = —grady folgt!

Als Grundgleichungen der Elektrostatik erhalten wir somit

— ]_ —
divE(¥) = g—p(f), rot E(Z) =0, Oip(t, %) =0.
0

3.2.2 Randbedingungen fiir das elektrostatische Feld

Die obigen Grundgleichungen sind zu erganzen durch die Randbedingungen fiir E
an den Grenzflachen

fi12(%):  Normale in Z,
von 1 nach 2 orientiert.

\_ Grenzfliche

Normalkomponente: Nach Kap. 3.1.2 ergibt sich fiir die Normalkomponente des
elektrostatischen Feldes
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d.h. die Normalkomponente von E macht einen Sprung, falls Flachenladungen vor-
liegen.
Tangentialkomponente:

N

\_ Grenzflache

Da dZ/dr Tangentialvektor an C’ZT im Punkte ¥ € C’iT ist, so folgt
[ VBN #dr == [ 1B

wobei || E,|| die Projektion von E auf Z. Schmiegen sich C{ und C§ immer mehr an
die Grenzfliche an, so folgt C{ — Csund I(C{) — 1(C3), wobei 1(C]) = [.+ ||]|dr

die Lange von C’ZT. Da [~+ = — Ju, so folgt aus dem Mittelwertsatz:
EMIC)) = BPUCY), B = || B,

Im Limes C] — C} gilt 1(C]) = 1(C}), und damit EY — E?. also

EMN (@) = EP(7)

d.h. die Tangentialkomponente von E an der Grenzflache ist stetig!



Kapitel 4

Elektrostatische Feldenergien und
Flachenkrafte

4.1 Feldenergie

Hat man eine Ladung ¢; am Orte Z;, und bringt man eine Ladung ¢, aus dem
Unendlichen nach 7, so leistet go gegen das Feld die Arbeit (S. 23)

1 41492
A12 — — — *
471'50 ||ZE1 - SCQH
Bringt man zusatzlich die Ladungen ¢s, ..., ¢, aus dem Unendlichen an die Punkte
Z3,..., %y, so wird insgesamt die Arbeit
1 & ;
A(l,...,n) = 4iT

47'('80 i<k H.’I?l - ka
I 13 qiaw
47T€0 2 ik Hfz — ka

geleistet. Fiir sehr grofle n kann man wieder zu kontinuierlichen Ladungsdichten
iibergehen und erhalt dann:

B
 4meg 2 Jre 17—l

W ist die gesamte "Potentielle” Energie, die in der vorgegebenen elektrostatischen
Ladungsverteilung enthalten ist. Da

Ameo 1z -7l

und
p(¥) = —eoAp(¥), A : Laplace-Operator,

27
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so kann man W auch folgendermaflen schreiben:

W= [ Eap@)e@) = -3 [ @ p@) o),

Das letzte Integral 148t sich mit Hilfe der 1. Greenschen Formel (s.S. 16)

/ (f1-gradfs) - df = / ((grad fi - grad fo) + fiAf2) d’x,
oG G

fi, fo : Funktionen, mit der Setzung f; = fo = ¢ weiter umformen. Da grady =
—F im Unendlichen wie ||Z]|™2 und ¢ selbst wie ||Z||™! verschwinden sollen, so
verschwindet das Oberflichenintegral fiir G = R?® und man erhilt:

€0

5 /. dPx(E(T))?.

W =

Interpretation (Maxwell):

w(T) = %Ez(f) . elektrostatische Energiedichte im Punkte 7!

D.h. iberall dort, wo ein elektrisches Feld vorhanden ist, wird die Energie der
Dichte w(¥) gespeichert, unabhéngig davon, ob dort Ladungen sind oder nicht !
Beispiel: im Innern eines Kondensators (Plattengrofie: F'; Abstand: d) mit kon-
stantem Feld E und E d = Uy, wobei E = ||E|| = w/ey, Q = w F wird demnach die
Energie W gespeichert:

1
We=wFd = 2E?Fd= SwFUL

2
1 1.,

= iQUzicU’ UEUlg,Q:wF
R 1Q?

We 2C’U 50

4.2 Flachenkrafte

Befindet sich am Orte # das Feld E(#) und die Ladungsdichte p(Z), so kann man,
in Verallgemeinerung zu den Kraften auf Punktladungen, die Kraftdichte

k(@) = p(#)E(@)

definieren. Sie hat die Bedeutung, daf}

R(@G) = /G &k (7) = /G &xp() B ()
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die Kraft K (G) auf alle Ladungen in einem Gebiet G ergibt. Da p(&) = eodiv E(f),
so hat man . . .

k(Z) = egE(Z)divE .
Die Dichte k(#) hat die wichtige Eigenschaft, daf

3
]_ —,
ki(#) = 32 0,T5(%), Tij(®) = e0(BiEj — 505 B%)() 11,5 = 1,2, 3,
j=1

Beweis:
3 3 3
> 0Ty = e (E;j0;E; + E0;E; — di; Y En0;E)
j=1 j=1 m=1
3
= €&y Z(EZGJEJ + Ej (OJE, — OZEJ) )
j=1 —,_‘_/
0,da rotEF =0
= 50Eidivﬁ. q. e. d.
Folgerungen:

Mit T, = (Ti1, Ty, Tis), i = 1,2,3, ist k;(Z) = div f,(f), und die Anwendung des
Gauflschen Satzes ergibt fiir die Kraftkomponenten Kj;:

Ki(G):/ divﬁd%:/a Tdfs i=1,2,3.
G G

d.h. die Kraft auf die Ladungen in G 14}t sich als Integral iiber die Oberflache
J0G von G darstellen (Maxwell) !!
Einige Eigenschaften der Matrix T = (T};):

S 1. =0,
Ti(Z) = eo(Eil; — §5z‘jE2)(5€)a

Tij =T : T ist symmetrisch,
3
1 —,
Spur(T) => Ty = —§€0E2 = —w(¥).

i=1

Ist (%) = (f, x t,)/||tu % t,|| Normalenvektor von G im Punkte # und setzt man

so wird K(G) = /%(T.ﬁ) ]| .

S(Z) = T - (%) wird als " Flichenkraftdichte-Vektor” bezeichnet.
Veranschaulichung von S(Z) :

7 und E spannen eine Ebene auf, in der ein Tangentialvektor 7, ||7]| = 1, an 0G
liegt:
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E = FEcosfii+ Esinft.

N .

\863

=

Fiir § ergibt sich
- 1
S =¢go[E(cosfii+sinf7)  Ecosb — §E2ﬁ] :

oder

- 1
S = §€0E2(cos 207 +sin20 7).

Beispiele: 0 =0 S = %eoEQﬁ : "Zug” nach auflen
0 =45 S = ie0E*7
#=90 : S = —3c0E%i : 7"Druck” nach innen.

Anwendung: Eine Kugel vom Radius a und konstanter Ladungsdichte p werde
in 2 Halften geschnitten. Mit welcher Kraft stoflen sich die beiden Halbku-
geln ab ? Die Schnittebene sei die Ebene x3 = 0, und der Mittelpunkt der Kugel
liege im Ursprung. Nach S. 19 herrscht im Innern der Kugel das Feld

- 1 1 T

B(@) = —pré, = — Q¢ .
(@) 350'0Te dmeg 3¢

Q: Gesamtladung der Kugel.

Ist F die Schnittfliche (F = ma?), so bekommt man fiir die Kraft auf die Halb-
kugel

L1 o L
R(zKG@) = [ Slafl+ [, Slafl.

Im Schlitz ist E tangential zur Schnittfliche, d. h.

-1
S = —EgUEzﬁ, i =(0,0,—1) = —¢.

Als Beitrag vom Schnitt erhdlt man daher:

K" =0, K" =0,
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1 a 2
KéF) = —50/ E*dprdr
2 0o Jo
1 Q a . 1 Q?
260(47r50a3) Tl ey 16a2”’
also:
2
[?(F):—l —Q 53.
4meq 16a2

31

Als Beitrag von der halben Kugeloberfliche ergibt sich, da E parallel zu 7 = ¢,

ist, S = 1egE2(a)é,:

- 1 5 —
L . ST
50K (a)

2
2 dmega 1

Mit €, = cospsinde; + sin g sinJé; + cos pés
und |df]| = a?sin ddpdd) ist:
— - 1 2 71'/2 2T
A — ¢ / dﬁ/ dy sin e, .
dmeg 8ma? Jo 0
Da
2w 2w
/ singpdp = 0, / cos pdyp = 0,
0 0
so folgt
Lok
Ky =0,
Lok 1 2 ™/2
KéQaI) = ¢ 27r/ cos ¥ sin ¥dv ;
dmeg 8ma?  Jo 3
1/2
also:

RAM) = iy = 2R,
0

Somit ergibt sich schlieflich fiir die abstoflende Kraft

L1 1 3Q%.
K(3K(a)) = Ame, 16a2 “-
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4.3 Zusammenstellung der wichtigsten Feldglei-
chungen aus der Elektrostatik

p(Z,t) : Ladungsdichte; 7(Z,¢) : Stromdichte

Ladungserhaltung (gilt ganz allgemein !):

Oup(Z. 1) + divj(Z,t) =0 .

Kraft auf eine Punktladung ¢ am Orte & :
K(q,7) = qE(T), q fest,
E(&) : elektrische Feldstirke .

—

Elektrostatik : j(#,t) = 0; folglich Oip(#,t) =0 .

Zusammenhang zwischen elektrostatischem Feld E (%)
und Ladungsdichte p(7):

. 1 B
divE (%) = —p(¥) , rotE(Z) =0

Verhalten von E an Grenzflichen mit Flachenladungsdichte w :
eo(E? — EV)(#) -iins = w(@), B (@) = B (3)

Energiedichte : w (¥) = 8—UEﬂQ(f) :

Kraftdichte :  &(

I
w
SIASH
=

S
8y
SN—

Anmerkungen iiber den Zusammenhang mit Punktladungen:

1. Elektrostatische ”Selbstenergie” einer Punktladung ¢: sie erzeugt am Orte ¥

das Feld .
E = —
(%) = Tres IGE

und damit die Energiedichte
2
o €0 29, o €oq 1
=—F
w(®) = 5 B(@) 2(4meo)? | Z]*



4.3. WICHTIGSTE FELDGLEICHUNGEN DER ELEKTROSTATIK 33

d. h. die elektrostatische ”Selbstenergie” W) ist

0 2 1

= [ rw@ = [ draog o

W R? (@) o 2(4meg)dm rd
2

q /OO dr |
= — — = 00!
2(4meg) Jo 12 ’

da das Integral an der unteren Grenze divergiert (Punktladung!!). Das
Ergebnis ist physikalisch unsinnig und zeigt eine der Grenzen der klassischen
Elektrodynamik!

Bei einer ladungsgefiillten Kugel vom Radius a und Gesamtladung ¢ erhéalt
man analog fiir die Energie im Gebiet r > a > 0:

q2

8mepa

W, =
Beim Elektron hat man einen "Radius” r, dadurch zu definieren versucht, daf
man seine elektrostatische Energie mit der Ruheenergie gleichgesetzt hat:

2
€ 2
=m.c".

dmeg T,

Einsetzen der bekannten Zahlen fiir eq und m, ergibt r, ~ 2,8 x 10711 m.
Jedoch ist ein solches klassisches Bild vom Elektron aus quantentheoretischen
Griinden nicht haltbar.

2. Finige der fritheren Gleichungen fiir Punktladungen ¢y, ..., ¢,, kann man aus
den obigen " Feldgleichungen” mittels der Formel

n

p(T) = Z(Iifs(f— ;)

i=1

gewinnen:
Befindet sich eine Punktladung ¢ in 7 in dem stetigen dufleren Feld E, so folgt

Rq.3) = [ E@d'y= [ s@B@dy

R3
- [wG-  B@
R3 ——
"Test funktion”
= q(0z(E1), 0z(Es>), 0z(Es))
= qE(%)

Ferner gilt
1
Allom) = 5 [ dop(@)e(@)

= IS [ Bagd(E — )l
= 32 [ Pl = 7)o@
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Kapitel 5

Elektrostatische Multipole

<

Die Ladungsdichte p sei in einem
beschrankten Gebiet G um den
Ursprung von Null verschieden,
dann hat man auflerhalb von G:

(,O(f) 1 /Gd3y p(ﬁ)

- ey 12— gl
Fiir Abstande ||Z]||, die grofl gegeniiber dem Durchmesser von G sind, kann man
1 1

17 =31 (g — 20) + (g2 — 22)2 + (45 — 73)2)
1

(r2 4+ n? — 2nrcos9)1/2’

9(y) =

[S1E

wobei r = ||Z|[,n = ||7]|,9 = £(Z, ), in einer Taylor-Reihe um y = 0 entwickeln:

5.1 Multipole in kartesischen Koordinaten

—

Die Entwicklung von ¢(%) in kartesischen Koordinaten ergibt

3 ag 1 3 829
9W) =9 =0)+) (= Jvi+z > ( VYiyk +
z‘:21 ayi\g—o 2 '%1 ayiayk\g—o
| 1 dg T;
9 ¥=0)= -, = = 53
U=D=T" By oo~ TEF
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g
0Y;:0yx

T;Tp _ ik
[z)> ]

(

)jg=0 =3

Einsetzen ergibt
o(@) = (@) + oV (@) + P (D) + ...

mit:

07y = / g
oo (@) 4mo||x||

47r€0 ||x||

Q = /d3y,0 : Gesamtladung in G'.

1 p-
W (z) — / P
' (T) Ines ||l“\3’ yip(y
p : ”Dipolmoment” der Ladungsverteilung.
11 TiT
® (.CC) - Q TR
Amey 2 zkzl Sl
1 S .
Qi = g/GdSZ/P(y)@yiyk — 7264,
ik=1,23.
(Qi) : ”Quadrupolmoment” der Ladungsverteilung.

Bei der Transformation ¥ — & = &+ d, p(¥) — p'(¥') = p(¥) geht das obige p(7)
in p/(¥) = p(Z — @) iiber und daher

Q= [ dyo(7-a) = [ dypd) = Q.

7 [ dyiels—a) = 7+ Qd,

d.h. das Dipolmoment p ist nur dann eine vom Koordinatensystem unabhangige
Grofle, falls @ = 0!
Analog gilt

2., . 1 i
Qi — Qir. + (piay, + pra;) — g@'ka P+ gQ(Z)’aiak — dpd”) .



5.1. MULTIPOLE IN KARTESISCHEN KOORDINATEN 37

5.1.1 Diskussion
Nullte Naherung

¢ (%): Coulomb-Potential, d. h. in groBen Abstinden verhilt sich eine beliebige
raumlich beschrankte Ladungsverteilung in nullter Naherung wie eine Punktladung.

1. Naherung: Dipolpotential

1 7.7
(1) (7
o) = dmeo 7P

"Dipol”-Naherung. Der Name riihrt daher, dafl man im Falle von Punktladungen
¢; mindestens 2 braucht, um einen "Dipol” p haben zu kénnen: 5 = 171 + q2%> =
q1 (71 — ¥9) fiir Q = 0. Zum Dipol-Potential o) gehért das Dipol-Feld

1 1
drreg || 7|3

EW(i) = 37 &)ér = 1),

das fiir groe Abstinde um eine Potenz in r~! stirker abfillt als das Coulombfeld

—

EO,

Die Energie eines Dipols in einem dufleren (externen) Feld E,, = —grad,,
erhalt man so: Die Gesamtenergie der dem &ufleren Felde ausgesetzten Ladungs-
dichte p(7) ist

Wep = /d3yp(y_')(pem(?j)

Variiert ¢..(%) nicht sehr stark in dem Gebiet, in dem p() # 0, so kann man
@ex () in eine Taylor-Reihe entwickeln:

Pex(¥) = Pex(0) + 4 - gradpez =0 + - - -
Mit Eex(O) = —gradg., 7o erhélt man

Wer = Q@ewo / y Eew(o)
= Q%x(o) ﬁ E (0) )

We(;) =-—p- Eew(o)

ist die Energie eines Dipols p in einem &ufleren Feld Eem, wobei p'in der Nahe von
Z = 0 lokalisiert ist.
Analog bekommt man fiir die Kraft

[?ex = / dSyp(g)Eef(g)
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= grad

—

In einem rdumlich konstanten Feld (0;F = 0) erfahren Dipole demnach keine
Krafte.
Als Drehmoment eines Dipoles im Feld E,, erhilt man entssprechend

— —

NG = [ @ypy) 7 (Bal0) +...) = 5 Eurl0)

Quadrupolmoment (matrix) (Qi), i,k =1,2,3 .

Der Name riihrt daher, dafl es von 4 Punktladungen erzeugt werden kann.
Beispiel:

T2
S . . Ll +q
p(J) = q(=0(7— aéy) + (¥ — bér)
—0( + ae1) + 6(y + béy)) b
2
Qu = —§Q(2a2 +b?) —q —q
2 . —— T
QQQ = gq(aQ + 2b2) a
2
Q33 = gq(aZ - bz)
., +q
Qi; = 0 firi#y

3
Allgemein gllt Z Q” = 0, Qij = jS .

(Qij) ist symmetrische Matrix mit verschwindender Spur, d. h. besitzt nur 2 von-
einander unabhangige reelle Eigenwerte. Energie und Krafte sind analog wie beim
Dipol (2. Glied der Taylor-Entwicklung!): Z.B. gilt

1 3
w2 = ) ZQU@E@M(O) :
1,7

5.2 Multipole in Polarkoordinaten

—

Ist n < r, so kann man g¢(%) auch nach Potenzen von n/r entwickeln:

y) = L _1y T Z = cos
g(y) - 7“[1 o 2(77/7“)Z+ (772/7"2)]1/2 - r %(77/ ) 1Dl( )7 = 9.
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Die Funktionen P;(z) sind die Legendre-Polynome vom Grade [. Die niedrigsten
Polynome haben die Form

1 1
Po(z) =1, Pi(z) =z, P2:§(3z2—1), P3:§(523—32),....

Einsetzen dieser Entwicklung in den Ausdruck fiir ¢(Z) ergibt

1 > 1 2m +1 00 142 B
S [ ds [ e [T dnPn o)

dmegr =5

p(T) =

Der Term mit [ = 0 ergibt ¢ (&), der mit [ = 1 das Dipolpotential, der mit [ = 2
das Quadrupolpotential etc.



Kapitel 6

Ideale Leiter in der Elektrostatik

Elektrische Leiter sind dadurch charakterisiert, daf} sie frei bewegliche
Ladungstrager in groflerem Umfange enthalten.

Idealfall: Der elektrische Widerstand verschwindet und der Vorrat an Ladungen
beiderlei Vorzeichens ist beliebig grofi.

6.1 Randbedingungen an Oberflachen

1. Isolierter Leiter: das elektrische Feld E™ im Innern eines Leiters ver-
schwindet; denn ware es nicht gleich Null, so wiirden sich die Ladungen im
Innern so lange verteilen, bis das urspriinglich vorhandene Feld kompensiert
ist! D.h.

E"™ =0 bzw. @;, = const.im Innern von Leitern.

An der Oberflache eines Leiters konnen Oberflichenladungen sitzen, die mit-
helfen, das Feld im Innern zum Verschwinden zu bringen! Ist 7(#) Normale
an die Oberflache im Punkte 7, so gilt nach S. 32 fiir die nach aufien weisende
Normalkomponente Eau

eo E™(Z) = e E™ 71(%) = w(7) f1(T),
da B =FEm"=0;
E, : Tangentialkomponente.

Nimmt der Leiter das endliche Gebiet G ein, so gilt

QG) = [ _wldfl == [ _Ew|df] .

Auflerdem gilt wegen der Stetigkeit des Potentials

0(0G) = ¢(intG) = const. ,

d.h. G ist eine " Aquipotentialfliche”.

40
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2. Bringt man den obigen Leiter in ein aufleres Feld Eex, so wirkt eine Kraft

auf die Ladungen im Innern des Leiters, und diese verteilen sich so lange neu,
bis das durch die Umverteilung erzeugte Feld das Feld E., an jedem Punkt in
G gerade kompensiert (Phédnomen der ”Influenz”).
Folge: es gilt weiterhin £ = 0 und e, ™ (%) = w(Z)7i(&) fiir das resul-
tierende Gesamtfeld an der Leiteroberflache.

. Verallgemeinerung: n Leiter nehmen jeweils die Gebiete G;, 2 =1,...,n, ein.

Folgende Randbedingungen seien vorgegeben:
a) die ersten r Leiter seien isoliert und ihre Ladung

Qi=c0 [ Eilaf]

bekannt.

b) die restlichen n — r Leiter seien auf einem festem Potential ¢(7) = U;, ¥ €
0G;, wobei fiir geerdete Leiter U; = 0.

Zwischen den Leitern konnen sich noch feste Raum- und Punktladungen
befinden und dort geniigt das Potential der Gleichung

Ap(#) =~ (p(#) + S g — 7)) fiir 7 € B ZG

Problem: Man lése diese partielle Differentialgleichung fiir ¢(Z) unter Be-
achtung der obigen Randbedingungen!

Ein Nachweis zur Existenz von Losungen iiberschreitet den Rahmen der Vor-
lesung. Gibt es jedoch eine Losung, so ist diese, abgesehen von einer Kon-
stanten, eindeutig !
Beweis: Sind ¢; und ¢, zwei Losungen, so geniigt 1) = ¢; — @5 in R® — 3 G|
der Gleichung

A =0.

Unter der physikalisch plausiblen Annahme, daf} ygradi fiir sehr grofie ||Z]|
mindestens wie ||7]|™® abfillt, folgt ganz analog wie auf S. 28 aus der 1. Gre-
enschen Formel

—Z/ wgradw-df:/ d*z ||grada||? .

i—1 790G, R3—Z?:1 G;

Nun gilt :

a) fiir die ersten r Leiter ist mit ¢ = o1 — o, grady = Ey — Ey ,
| grady-df= [ (Fy—Fy)-df =Qi- Q=0 und
0G; 0G;

b) da ¢ = const. auf 0G;, weil OG; eine Flache konstanten Potentials ist, so
erhalt man

/ wgradw-df*:zpi/ gradip-df =0 i=1,..r
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Dieselbe Gleichung gilt fiir die restlichen n — r Leiter, weil offenbar ¢; =
Ui — Uz =0 auf aG,
Es folgt, dafl

/ d*z||grade||* =0, dh ¢ =const. q.e.d.
R3-3"" G

i=1 't

Beispiele:

1. Ein Leiter G befinde sich in einem aufleren Feld und enthalte im Innern einen
Hohlraum H.

Die Gleichungen

Ap=0 in H, p(0H) = ¢(G) = const.

haben die Losung ¢ = const. in H.

Wegen der Eindeutigkeit der Losung folgt E=0in H (Abschirmung,” Fara-
dayscher Kéfig”). Da die Konstante in G und H den gleichen Wert hat, sitzen
auf 0H keine Flachenladungen.

2. Der Hohlraum H von Beispiel 1 sei eine Kugel mit Radius a, in deren Mittel-
punkt sich eine Punktladung ¢ befindet.

Ferner sei der Leiter G geerdet:
p(G)=0.

Frage: Wie sehen Potential und Feld in H
und auf OH aus ?

—e0lp(F) = p(&) =q¢o(7) fir [|7]] <a,

S

—~
8y
|
o
=
=]

=
I
)
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Eine rotationssymmetrische Losung ist

A
o(7) = [E + B; A,B = const.
T

= A
E = —gradp = Wer fiir || 7] < a,

so mufl A = q/4meq sein. B wird so gewahlt, dafl (%) = 0 fir ||7]| = a:

P(F) = 4:50(”; | %)‘
Da
E(#) = 0 fir ||Z] > a, aber
E(|Z]| =a) = 47350% auf OH,

macht die Feldstarke einen Sprung auf 0H. Und weil die Normale 7 auf
OH durch é,.(Z,||Z|| = a) gegeben ist, so muf sich nach S. 40 auf 0H die
Flachenladungsdichte

4
4ma?

befinden. Diese Flachenladung wird durch die Punktladung ¢ induziert
(”Influenz”).

w(Z € 0H) =

6.2 Kapazitaten von Leitern

Ein Leiter nehme das beschrankte Gebiet GG ein und sei auf dem festen Potential
¢1(¥) = Uy, 7 € G. Falls das Randwertproblem

Ap(Z)=0, T¢G ; ¢©(Z)=U,, 7€0G,

eine Losung hat, so ist die auf dem Leiter vorhandene Ladung )1 durch

Qi=—c0 [ grades-df. GCK.
0K

gegeben, wobei K eine Kugel ist, die das Gebiet G ganz enthélt. Hat der Leiter
dagegen das feste Potential Us, so ist die Losung des Randwertproblems

AQDQ(f):Oa ngu 902(3?):U23 feaGa
wegen der Eindeutigkeit der Losung und der Linearitit der Poisson—Gleichung durch

02 (%) = U7 Uspy (F), Ui = const.
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gegeben. Die nun auf GG befindliche Ladung ist
Q2 = —&o /aK gradg, - df = U7 'UxQ1 |

d.h.

Q2/Us = Q1 /Uy .

@ und U sind demnach zueinander proportional. Der Quotient QQ/U = C héngt nur
von der Geometrie des Leiters ab und heifit: Kapazitat. Es gilt C' > 0. Beweis:
Die in R?® — G enthaltene Feldenergie ist durch

3 o =9 .3 o — 3
W — = — FE = —— E -
(R G) 5 . d’z 9 s gradgod xr
= ——620 . le(E . gD)d3$,

gegeben, da divE = 0 in R® — G. Weil E - ¢ im Unendlichen mindestens wie || ]|~

verschwindet, erhélt man analog wie frither (s. z.B. S. 42):

L .1 L
W(R —G) = %/@GgoE-dfinsg/E-df

1 1
= 5UQ:§CU2>0, da W >0; dh. C>0.

Bei einer Kugel vom Radius a, die sich auf dem Potential U befindet, hat man:

U
o(T) = ﬁ fir ||| > a, bzw.
xr
- Ua
E(@) = ——¢,.
1 Z]]?

Dazu gehdrt die Flachenladungsdichte w = &9U/a und die Gesamtladung @ =
dnegUa , d.h. die Kapazitat einer Kugel vom Radius a ist C = 47wega.

Verallgemeinerung fiir mehrere Leiter G;, die sich auf dem Potential U; befinden
und die Ladung @; tragen:

QZ:ZCkukv izla"'anv

k=1

d.h. es besteht ein linearer Zusammenhang zwischen den (); und U; !
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6.3 Spiegelladungen

Eine Punktladung ¢ befinde sich

im Punkte (d,0,0) gegeniiber ei-

. ner leitenden Ebene z; < 0, die

d geerdet ist (¢ = 0), und eine end-
liche Dicke hat.

NN

Man kann das Randwertproblem fiir ; > 0 dadurch losen, dafl man an die Stelle
(—d,0,0) eine fiktive Ladung —q setzt:

7) = 1 q q ).

T120: ¢ 4 N2 a2 21k 2 2 . 21%
meo (w1 —d)? + 23 +23]7  [(#1 +d)? + 23 + 23]

—~

Offenbar ist ¢(#,2; = 0) =0, Vo, 3. Ferner gilt

E(.ﬁﬂl = 0) = El(.’ll'l = 0) €1 mit
qd :
E =0) = - Ao, =0l = —=m > b
1($1 ) H grady)z, 0” 27T€0||:E||3 wobel

1ZPP = (@+22+2d)7, 2,=0.

Hierzu gehort die Flachenladungsdichte

qd

W = €0E1($1 = 0) = m,

x1:0.

Die auf der Ebene induzierte Gesamtladung ist

// wlldf] = ——/ /Qﬂ nmffcj,zf% = qal[m]oo =—q!
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Das von der Ebene am Orte (d,0,0) erzeugte Feld E' hat den Wert?

= — q —
EI = d - —_——
(ﬁC ( 3 07 0)) 47_‘_50(2(1)261 3

und damit wirkt auf ¢ die ("Bild”)-Kraft

2
> — q —
K(an = (d,0,0)) = _47_‘_50(261)2 €1.

In diesem "Influenz”-Falle ist die Kraft auf ¢ also proportional zu ¢?!

(s 1 W@y =0)(7 - (0,92,93))
E'(# = (d,0,0)) = /d ’ S Ly EL
@=@0.0) = 7 [ 4] T
1 qd [>™ [ d,0,0) — (0, cosp,nsin @
[ [ gy 00— Qe psing
L ad® [~ L “ .

_ 2 __
dreg 2 (") (n? + d?)3 “ 4meg(2d)? “



Kapitel 7

Strome und magnetische Krafte

Ahnlich wie elektrische Felder auf ruhende Ladungen wirken und umgekehrt Ladun-
gen elektrische Felder erzeugen, so wirken magnetische Felder auf bewegte
Ladungen (Strome) und bewegte Ladungen, Strome, erzeugen magneti-
sche Felder.

Wichtiger Unterschied gegeniiber dem elektrischen Fall: es gibt keine magneti-
schen Ladungen, d.h. man hat bisher experimentell keine gefunden (selbst nicht
im Material vom Mond)!

7.1 Stationare Strome und Ohmsches Gesetz

Bewegte Ladungen kann man (s. S. 5) mathematisch mittels der Stromdichte be-
schreiben:

J(#,t) = p(a, t)d(7, 1)

p : Dichte der bewegten Ladungen.

Im allgemeinen ist j(Z,¢) stiickweise stetig, 148t sich jedoch durch geeignete
Interpretation auch auf bewegte Punktladungen, bzw. linienformige Strom-
verteilungen anwenden!

Punktladungen: #(¢) sei der zeitabhéngige Ortsvektor der Punktladung ¢, dann
ist

Stromfiaden: Durch einen linienférmigen Leiter C' mit der Parameterdarstellung
Z(7), T € [11, 7o) fliefle ein Strom I , dann gilt

i) =1 [ - =1 mﬂ%s ).

Erlduterung: Der Stromfaden sei Teil der x3-Achse (einfaches Beispiel !):
T =Ys, g(T) = (Oa 07?/3)

23
_]/md%@ —~ (0,0, ).

47
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Durch eine Fliche (Ebene) F', die senkrecht zur z3-Achse steht, flieft dann der
Strom

IFY = [ 7@n-af = [ 7@ 0deds, &
x$?)
= I/(l) dy3/ dl’ldﬁCQ . (5(f — (0,0,y3))
x, FT
2
= [/(1) dysd(zs — y3)
T3

d.h. I(F1) =1 falls 25 € [2{", 2], sonst I(F1) = 0.

Stationdre Stréome : 0;7(Z,t) =0;

d.h. die Stromverteilungen sind in diesem Falle zeitlich konstant.

In metallischen Leitern hat man eine nichtverschwindende Stromdichte nur, falls
im Innern des Leiters ein Feld E (meistens von auBen "angelegt”) herrscht. Fiir
homogene Leiter gilt in guter Nahrung das Ohmsche Gesetz (experimentell !).

7(#) = 0E(T), 0>0;
o : Leitfahigkeit.

o hangt vom Material des Leiters ab. Das Ohmsche Gesetz ist keine universelle
Beziehung. Physikalischer Hintergrund: in einem Leiter bewegt sich ein Teilchen
mit Ladung ¢ wegen seiner vielen Zusammenstofle wie in einem ”zahen” Medium,
d.h. mit ”Reibung”. In solchen Féllen sind die Kraft qE und die mittlere Ge-
schwindigkeit v zueinander proportional:

7(%) = bgE(T), b = const.

Andererseits gilt 7 ~ .
Konventionelle Form des Ohmschen Gesetzes:

L
homogener, zylindrischer
I—Fl7 Leiter mit Querschnitt F'
F =Fl 7l o : konstant;
E = const. im Leiter.
| |
1 l———— Up=LEFE —:2
| |

Zwischen den Querschnitten ”1” und ”2” herrscht die Spannung

U = LIE| = (L/o)|]ll = (=)
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Folgerungen aus den Gleichungen

Op+divi=0, 7=cE, cdivE =p :

Wenn o rdumlich und zeitlich konstant ist, dann gilt fiir stationire Strome:
07=0 = E=0 = 9p=0=
Hieraus folgt:

1. divE = 0 und damit p(#) = 0, d.h. in einem von einem stationéren Strom
durchflossenen homogenen Leiter gibt es keine Raumladungen.

2. An der Grenzfliche zwischen 2 Leitern mit Leitfahigkeiten oy und o, tritt an
die Stelle von div) = 0 (s. S: 25-26)

Ist das 2. Medium Vakuum, so ist jg) = 7% =0, d.h. im Leiter fliefen keine
Ladungen auf den Rand zu.

[ In ein Gebiet G miinden
n Leiter mit Querschnitten

2 G
{ 30 F! (Normale nach auBen),
L ! durch die n stationire Stro-

I; me [; flieen, dann folgt:

Das Kirchhoffsche Stromverzweigungsgesetz fiir stationdre Strome!
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4. Joulesche Warme
Das die Stromdichte 7 erzeugende Feld E leistet Arbeit an den beweg-
ten Ladungen, die ihrerseits den Energiezuwachs durch ”Reibung”
(ZusammenstoBe) an die Umgebung abgeben:
Bei einem Massenpunkt, auf den die Kraft K wirkt, hat man als Leistung
7+ K. Daher hat man in unserem Fall als Leistungsdichte:

—

7@ k(F) = 0@ pDE@) = 77 E(#),
p(¥) : Dichte der bewegten Ladungen.

Damit bekommt man fiir die pro Zeit- und Volumeneinheit an den Leiter
abgegebene Energie [(Z) (Leistungsdichte):

U7) = 7(7) - B(7) = “7°(7) = 0 BX(3).

Beispiel: gerades Drahtstiick, in dem 7 = const., L: Lange des Drahtes, F":
Querschnitt. Die an den Draht abgegebene Leistung ist
1 L

1
Pr—7 = —7°FL = —TI*(F) = I*(F)R
/Draht xaj 0‘7 oF (F) (F)R.

R : Widerstand des Drahtes.

5. ”Elektromotorische” Krafte
Aus der Mechanik weifl man, dafl sich Reibungskrafte nicht aus einem Po-
tential ableiten lassen, d.h. i. a. setzt sich die "treibende” Feldstarke E in
7= oF aus 2 Anteilen zusammen:

E =E°+E, rotE°=0,

E° kann dabei von Aufladungen an Réndern herriihren, E° kennzeichnet 7.B.
den Losungsdruck fiir Ionen, falls man ein Metall in eine Fliissigkeit taucht.
(Im Gleichgewicht gilt £+ E¢ =0 und dann 7 = 0.)

Beispiel: Batterie mit auflerem Widerstand R,,.

e
- +
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ Bei einem geschlossenen Inte-
1 2 grationsweg (Batterie, Draht,
e / Widerstand) gilt:
7{ B di=0.
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Die Integration ergibt dann, falls durch den Kreis der Strom I fliefit, mit
E¢+ E¢=L(I/F)ii, (F: Leiterquerschnitt, 7 : Normale von F):

— — — 2 —
Jf—dx i = f(EwEe)-d:z - fEe-d:z - / Be.di=¢
1
E : Telektromotorische” Kraft, bzw. Spannung der Batterie;
1
fF—d =R : Gesamtwiderstand des Systems, also
o
IR=E.

IR, ist der Spannungsabfall im aufleren Teil des Kreises; R — R, bezeichnet
man als Innenwiderstand R;.

7.2 Krafte auf bewegte Ladungen in
magnetischen Feldern

Analog zu der Kraft K (%) = ¢E (&) auf eine Punktladung ¢ durch ein elektrisches
Feld werden in dem Feld eines Magneten, beschrieben durch die zu E analoge
magnetische Induktion B(%), Krifte auf eine mit der Geschwindigkeit
7(7) bewegte Punktladung ausgeiibt (sog. "Lorentz”-Kraft):

K (#) = q(v x B)(#).

Diese Gleichung liefert u.a. eine mogliche Mefivorschrift zur Bestimmung von é(a?)
Analog zum Coulomb-Gesetz wird angenommen, daf} das durch die bewegte Punkt-
ladung erzeugte Magnetfeld (s. spater) schwach gegenuber B ist.

Wegen 7 - (7 x B) =0 folgt 7- K =0, d. h. das B-Feld leistet an der Punkt-
ladung keine Arbeit !! Nur die Richtung des Impulses wird beeinfluf3t!

Hat man am Ort & die Stromdichte j(#) = p(#) ¥(#), so bekommt man statt der
obigen Formeln (wegen Aq = pAV) fiir die rAumliche Kraftdichte i

E(#) = p()(# x B)(#) =7 x B(¥).

Sind die Stromdichten 7 nur in einem beschréankten Gebiet G von Null verschieden,
so wirkt auf sie die Gesamtkraft

R(G) :/Gd?’fj(f) « B(7).

Es sei C = #(7),7 € [11, 3] ein Stromfaden, durch den ein Strom der Stérke [
flieit. Da Aq = IAt, At : Zeitintervall, und ¥ ~ AZ/At, so bekommt man aus der
Lorentzkraft:

AK ~ I(AZ x B).
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Division durch A7 und der Limes A7 — 0 ergeben die Linienkraftdichte:

dK a7

— = I(— x B(¥

LR (- TE0)

dz . I
. Tangentialvektor an C' in Z(t) .
-

Auf C wirkt insgesamt die Kraft

gy =1 "%« Blarar.

1 dr

Beispiel: B = const. und C sei geschlossen (Z(7;) = Z(72)). dann gilt:

— — T d_)
R(C)=—IB X/Q—xdTZO.
1 T
Andererseits gilt fiir das Drehmoment
. ™ dK ™ a7
N(C) :/ 2(r) x Lar =1 [ #(r) x (%% x B)dr.
m dr m dr
Wegen
dr = d - 1 az - -
X (— =——(Zx(¥x B —(¥x —)x B, B= .
xx(de ) dT(xx(xx ) + (xxdT)x , const. ,
folgt:
N(C) = mxB ,
I m dz
mo = 7). f(T)X%dT.

m: "magnetisches” Moment des geschlossenen Stromfadens.
Beispiel: C' sei ein Kreis mit Radius a in der Ebene x3 = 0, dann gilt

1 [m az
3 (1) x i = Ta’és
T1

dr

Liegt B parallel zu é7, so ist N parallel zu é5.



Kapitel 8

Die Erzeugung von magnetischen
Feldern durch bewegte Ladungen

8.1 Das Gesetz von Biot und Savart

—

Eine Ladungsverteilung p(7) erzeugt das elektrische Feld

Lo 1 L (& =17
E(7) = /ds@/f)(y)m,

471'60

bzw. eine Punktladung ¢ am Orte ¢ das Feld

— ]_ r — 1 1
B(7) = (% —7) ( experimentelles )

dreg |1 — 9|12 Resultat !!

Analoges haben Biot und Savart im magnetischen Fall gefunden : Wird ein
Stromfaden C' = {y(7r), 7 € [r, 2]} vom Strom I durchflossen, so ist der
Beitrag des Stromes [ im Punkte 7(7) € C' zu der magnetischen Induktion
im Punkte 7 gegeben durch:

B | dj (79
- — [ RS
@ = &G =

o = 4m-107"Vs/Am,

)

und der Gesamtbeitrag von C' ist:

B(@) = 1/2 f_?j(T))3}dT.
[l
Beispiel: C sei die (unendlich lange) z3-Achse: 7 = ys, ¥ = (0,0, y3), dy/dr = €.
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Die Einfiihrung von Zylinderkoordinaten (a, ¢, x3) er-
gibt: e3 x (¥ — ) = a€, ,also

y
T =y . oo d
; B#) = e T
A e (@ (g — w)?)
_ g /+°° dys i
= €pQ s Y3 =Ys — T3
Am — ( +3)3

1 1

4 a (a2+g§)% B 2 aewj

- 1
B=E7¢
2T a

d.h. B hat weder eine Komponente in z3-Richtung noch in €,-Richtung.

Bringt man parallel zu C' im Abstand a einen zweiten geraden Stromfaden C}
der Lange [; mit dem Strom 7, so wirkt auf diesen nach Seite 52 die Kraft (C; wird
als Teilstiick eines sehr langen Stromfadens angesehen!):

ho

[?(ll) = Il/ _)3 X é(a) d$3 %11]a€3 X ew,

> po . o1
Kl)/lh=—-——LI-¢,;
(1)/1 27r1a6

d. h. falls I; - I > 0 (Stréme parallel), so ziehen sich die beiden Dréhte an!

Die obige Gleichung wird zur Definition der Stromeinheit ” Ampere”
= A benutzt: Flieit durch zwei parallele Drahte ein Strom gleicher Richtung und
gleichen Betrages, so ist das Mafl dieses Stromes 1 A, falls bei einem Abstand a
von 1 m die auf 1 m Léange des Drahtes wirkende anziehende Kraft 2 - 10" "m kg/s>
betragt!

Hat man anstelle eines Stromfadens eine Stromdichte, so bekommt man nach

Biot und Savart
B(@) Mo/dsqg ic—y)B‘
|7 —

(Einsetzen von 7 auf S. 47 fiihrt auf den Fall des Stromfadens zuriick !). Da

i) | _ 1) @~ 5)

10t (———= ——
iz - gl 1 = g®

)

so kann man schreiben :
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Wegen div) = 0 und 7,, = 0 an der Grenzfliche des Leitergebietes G muf}

divA = 0
gelten!
Beweis: Aus der Identitat
—f = d. — = — =
div, 29 AT g T g
1Z — 7] [l 12— 7]

Lo Lo s divi(y)  po 7-df
div A :—/d ﬁq——/ 0,
ivA(T) Am Ja ny—yH A Joc ||Z — 7]

8y

dadivy = 0inGund j, =0auf dG.
Ferner folgt

rotB = rot(rotA) = grad (divA) —AA

———
—0
o 3 .7(?3)
= —A —/dy —
e | g
Wegen
1 1
A () =T~
w09
erhalt man
10t5 = puo [ YT (7)0(F — ) = o] ()
Also:

rot B = o7 (%) fiir stationédre Strome,
bzw.: B = rot A , divA = 0,
wobei  AA = —po7(7).

Wegen B =rot4 gilt auflerdem

divB = 0: es gibt (bisher) keine magnetischen Ladungen!

F' sei ein glattes einfach zusammenhingendes Flichenstiick mit Rand dF', dann
folgt aus rot B = po7 und dem Stokesschen Satz:

MOI(FT)ENO/ jdf:/ votB-df = [ B-di .
FT FT OFT
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Anwendung: ein zylindrischer Leiter vom Radius a erstrecke sich langs dergesamten
r3-Achse. In Zylinder-Koordinaten hat B die Form B(Z) = B(r)é,.

Beweis: 7 = (I/ma2)és. Nach S. 54 gilt dann fiir B(7) :

- (7 -7 I
B(7) = o I €3></d3 || ) _ ol xgradx/
I’_

Am2a2 vl? FECPERS

a 2T “+00 77
[ andpdys "
0 Jo J-oo % — 7|

hingt nur von r ab ',und da €3 x &, = €,, so folgt die Behauptung!
Fiir eine Kreisfliche FT = K@ (r)!, |F|| = 7r? gilt dann

d3y
|7 =gl

Das Integral

2
I™5 fir r<a und

1K) =4
1 fir r>a
d. h. /
Ho’? fir r<a und
2ma?
B(r) =
'UL[ fir »r>a
27r

8.2 Magnetische Dipole

Ist die Stromdichte 7(#) nur in einem beschrénkten Gebiet G (in der Umgebung
des Koordinatenursprungs ) von Null verschieden, so kann man das ”Vektorpo-

tential” @)
o, Lo 3. JY

A = —/ d’y——"=,

@) = JTVE 7l

[’
ganz analog zum elektrostatischen Potential (s.S. 35), fiir sehr grofie ||Z||, 7 & G,
nach ”"Multipolen” (diesmal magnetischen!) entwickeln:

A(e) = G o) + s [ - 070+

Zunachst gilt

By7(i) =0.
/G y7 (%)

Beweis: Wegen div) = 0 hat man

0 = /yi(divj)d?’y:/ div(yJ)d?’y — /j-grad(yi)dg’y
G G G

Y23 — z3 + a, 1aBt sich durch y3 — y3 — a und R(p)Z durch R='(p)i kompensieren, wobei
R(y): Drehung um €3-Achse.



8.2. MAGNETISCHE DIPOLE

= /ac i -df - /j’idSya
—_—
=0,daj,=0

dh. /jl-d3y: 0,i=1273.
Beim 2. Term hat man Integrale der Form [ d3y; j,. Aus

v yp divy = div(y; yx 7) — 7 - grad (v; yr,)

folgt analog wie vorher:

0= / (Yivr]) -df —/ 7 - grad(yiyx)
Joc Je

=0,daj,=0,
also
/(yijk + yrji)d’y = 0.
Da
, 1, . , 1, . ,
Yidk = 5(?/1']1« + yrJi) + i(yi]k — YrJi)
und

(@ 9)]—y(@-J) = (G xJ)x&

so bekommt man fiir den 2. Term:

AR) =
() 47r||x|32 Ty
_ Mo X T _ / y(7 % 7)
4 |23 2

m: magnetisches Dipolmoment der durch 7 beschriebenen Stromverteilung.
Mit 7 (&) = I [[? dr 0(Z — ij(7)) dyj/7 erhélt man fiir 7 den Ausdruck auf S. 52.

S e 3memE m
BE) =rotd®) =0 (T~ T

), @ #0.

o7

Fiir einen fast punktféormigen magnetischen Dipol m in der Ndhe des Punk-
tes £ = 0 ergibt sich als Kraft in einem &ufleren Magnetfeld B,,(Z) analog zum

elektrischen Dipol (s.S. 37):

K. = /G Py 7(F) x Bea(@) = [ d*y7F) x (Bex(0) + 3 4:0;Ber(0) + -+

= grad(ﬁz ’ gex)(o)
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Die Umformung

[ iy 150 zyzaBex =5 [ iy @7 7)i0B e (0)]

und die {ibrigen Umrechnungen machen von den Eigenschaften rotB,, = 0,
divB., = 0 in G und [, d®y(yijx + yrj;) = 0 (s. oben) Gebrauch.

8.3 Zusammenstellung der wichtigsten
Beziehungen aus der Physik
der stationaren Strome.

1. Ohmsches Gesetz in seiner einfachsten Form:

7(&) =0 E(%), o(spez.Leitf.) = const.

Folgerung:
divy = 0, j-'(l) :]4(2)7 E( ) E§ )
Leistungsdichte im Leiter = Joulesche Warme pro Zeiteinheit:
U(7) = J(@)E(T) = —J(7) = o £°(7)

2. Krafte auf bewegte Ladungen, falls B gegeben ist.
Punktladungen:
K (#,1:q) = q(i x B)(&) .

Stromverteilungen im Gebiet G:

G
Stromfaden: e

R(Ch =1 [" 55 < Ba(n)

1 dT

Magnetisches Moment:

1

M= 5/df‘fa;anq(a?)
I m dz
=3 /7'1 dri(T) X % fiir Stromfaden .

3. Von Stromen erzeugte magnetische Felder

B(7) = uo/dg (F-7)

7 “||3

= I/ dr| v ———=| fiir Stromféden .
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8.3. GLEICH'GEN ZUR PHYSIK STATIONARER STROME

Vektorpotential:

é(f) =rotA, A= 'u—o/d?’y 7(y) , divA =
Differentialgleichungen:

rotB = po7(@), divB(F) =0,
oder: AA = —p7(&), divA=0 .

29



Kapitel 9

Das Faradaysche
Induktionsgesetz

9.1 Herleitung mittels Galilei-Transformationen

Bisher sind nur zeitunabhangige Vorgéange in einem ruhenden Inertialsystem I be-
trachtet worden. Diese Vorgange konnen dadurch zeitabhangig werden,
dafl man sie von einem bewegten Inertialsystem [’ aus betrachtet.

Falls die Relativgeschwindigkeit @ der beiden Inertialsysteme klein gegeniiber
der Lichtgeschwindigkeit c¢ ist, so sind die Koordinaten (Z,¢) eines Ereignisses in [
und die Koordinaten (#’,¢') desselben Ereignisses in I’ durch die folgenden Galilei-
Transformationen miteinander verkniipft:

Gi) : T3 =r+4ut, t—-t=t,

i = const., ||i]| < c : Lichtgeschwindigkeit.

In der Mechanik fordert man, dafl alle Inertialsysteme physikalisch dquivalent sind,
d.h. die physikalischen Grundgleichungen sollen in allen Inertialsystemen die gleiche
Gestalt haben. Um die bisher in I diskutierten Phinomene in I’ zu beschreiben,
miissen wir herausfinden, wie sich die Feldgréfien p, 7, E, B etc. bei Galilei-Trans-
formationen verhalten: p(Z,t) — p'(@',t') etc.. Die folgenden Transformationen
gelten auch, falls die Ladungsdichte p und die Stromdichte 7 in I Funktionen der
Zeit sind. Wir diskutieren daher zunachst diesen etwas allgemeineren Fall:

Aus der Definition von p(Z,t) [= lim AQ/AV] folgt, da AQ und AV in [ und
I' dieselben sind:

p(T ) = p(Z,t) = p(T — 1t,t).

Dies ist eine Vorschrift, die angibt, wie man die Funktion p’ zur Zeit ¢’ am Orte &'
durch den Wert von p am Orte ¥’ — it ausrechnen kann. Anstelle von #' kann man
offenbar auch # schreiben:
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Das Transformationsgesetz fiir die Stromdichte ergibt sich aus der Giiltigkeit der
Kontinuitatsgleichung in beliebigen Systemen:

divjl(fa t) = _atpl(fa t) = ——p(f o ﬁta t)
= u-gradp(Z — ut,t) — Oyp(¥ — 1it,t)
= divl[i p(¥ — dt, t) + 7(T — at, t)], d. h.

j’(fat) :ﬁp(f_ﬁtat) +.T(f_7jtat)a

@ p : vom bewegten System aus gesehener ” Konvektionsstrom”.

In dem Bezugssystem I haben wir fiir die Kraftdichte k(7,t):

—

(Z,t) = p(Z,t) E(Z,t) + J(Z,1) x B(Z.1).

T

Aus der Mechanik weify man, dafl k: sich folgendermafien transformiert:

bl ~—
—
~
SN—
X
il
—~
8y
|
<y
~~
~
SN—r

= )
= (@ t) [E(@—at,t)—a

E'(z,t) = E(&—att)—i x B(& —it,t),
B'(z,t) = B(& —iit,t),

d.h. E und B werden nicht unabhangig voneinander transformiert: ein ”beweg-
tes” Magnetfeld ”erzeugt” ein elektrisches Feld.
Wegen

3
rot[d@ x F(#)] = =Y adiF +a - divF

i=1
folgt aus rot £ = 0 und divB = 0, zunachst bei zeitunabhangigem é,

3
rot E'(7,t) = Y w0, B(7 — at) = —9,B'(7,t)
i=1

also

rotB'(Z,t) + 0,B'(Z,t) = 0
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d.h. ein "bewegtes” Magnetfeld erzeugt elektrische Wirbel!
Bemerkung:
Die Gleichungen divE = p/e; und rotB = p0j(#) sind nicht invariant
(kovariant) gegeniiber Galilei-Transformationen.
Verallgemeinerung fiir beliebige Zeitabhangigkeiten (Faraday):

Jedes zeitlich verdnderliche Magnetfeld erzeugt
ein elektrisches Feld und es gilt:

rot B (Z,t) = —0,B(T,t).

Die Richtigkeit dieser Annahme hat sich experimentell in zahllosen Beispielen bestatigt!

9.2 Magnetischer Flufl und Induktivitaten

Eine Drahtschleife CT (geschlossen) befinde sich in einem zeitlich veranderlichen
Feld B, dann gilt:

el

N J

/E-df = / rotEq-df_'
ct FT

B — —/ 0,8 -df ,
Pt

FT': einfach zusammenhingende
Fliche mit 0F"T = CT.

e N R

Definition:

O(F" = ) B-df : “magnetischer FluB durch F1
F

Fiir 9,® # 0 entsteht in C" eine ”Ringspannung”, die durch

" d
E -di = ——®(F!
%CT:(?FT v dt ( )

gegeben ist. Schneidet man also die Schleife an einer (beliebigen) Stelle auf, so
kann man dort die Spannung

d
2B (F)(1)
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abnehmen!
Hat die Schleife den Widerstand R, so fliefit in ihr der Strom

I(t)-R= —%(I)(FT)(t).

Ist das Feld B konstant, so kann man einen_‘zeitlich veranderlichen Flufl ® auch
dadurch erzeugen, dal man die Schleife CT in B bewegt, z.B. rotieren 18t (Prinzip
der Wechselstrom-Generatoren):

Ist F' die Flache der Schleife und
i (t) die zeitabhingige Normale
o der rotierenden Schleife, so gilt:

( \ / .
= Ulg(t) — E . df
\ n(t)/( 3

1 = —— [ B-df
. F \ dt Jpt /
o T o
2 B = const. = B th cos|B, i
I
—

Der magnetische Flul & durch die Schleife CT kann verschiedene Ursachen ha-
ben. Er kann z.B. durch die Stromschleifen CJ...C! erzeugt sein, in denen die
Strome Iy(t), ... I,(t) fliefen. Nach Biot-Savart (s.S. 53) ist das C' durch-
setzende Feld B proportional zu I5(t),...I,(t). AuBerdem trigt der in C'
flieBende Strom I(t) selbst zu ® bei, da er ebenfalls ein Magnetfeld erzeugt
(sog. "Selbstinduktion”), d.h. wir haben die Beziehung

O(F") = LI+ Lyly.

k=2

Die konstanten, nur von der Geometrie abhangigen Koeffizienten L und L; heiflen
Induktivitatskoeffizienten, und zwar

L : Selbstinduktivitat
L; : wechselseitige Induktivitaten.

Beispiel fiir eine Selbstinduktivitat

Eine lange gerade Luftspule der Lange [ und der Windungszahl n pro Lange werde
vom Strom I durchflossen. Dann hat man (ohne Beweis) im Innern das Feld
B = ugnlI. Hat die Spule den Querschnitt F', so ist der Gesamtflufl durch nl
Spulenschleifen:

®=nlFB=ypyn*FII ., dh L=pn*FlI.
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Berechnung der wechselseitigen Induktivitaten:

cf @ Beitrag des Stromes I, zum Fluf} &,
m durch C’I :

By = Linly = / (By) - df

— %CTA‘Q'dfl.

Y

I

N

Nun ist /Tg nach S. 54 durch

— d_)
Az(fl) NOI %C - x2_’

4m 17 — 2|

gegeben, d. h.

dﬁCl dﬁCQ
Lol = j{ j{
e ol Jey |71 — o]

dxl dx2
N = L .
o Jep |7 — 7o|

also

Anwendungen: s. Literatur

9.3 Grundgleichungen der Wechselstromtechnik

Wir betrachten zunichst wieder einen Stromkreis O, in den jedoch noch eine
zusitzliche Spannungsquelle mit Spannung U(¢)(¢) eingeschaltet (”elektromotorische”
Kraft, ”eingepragte” Spannung, s. S. 51) ist. Die Gleichung fiir die Gesamtspannung
lautet dann:

d
I(t) R=U" () = - o(F)(1).
Allgemein:
Haben n Stromschleifen (die selbst wieder Wicklungen sein kénnen) C}, ..., C!

die Widerstande Ry,..., R,, liegen an ihnen die 4ufleren Spannungen Ul(e)(t)7 R

U (t) und flieBen in ihnen die Stréme I1(t), ..., I,(t), so ist die k-te Schleife von

n
einem magnetischen Flufl

(I)k = Z Lklfl(t)
k=1
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durchsetzt und es gilt:

. d
I(t)Ry = U,g)(t)—%q)k, oder

) nood
Uty = ZLM#@HRM@),
=1

Grundgleichungen der Wechselstromtechnik

Beispiel:
+
dl
IR+ L—=U"
M
R Kreis geschlossen :
U = o0,
(e) dl R
. a — ot
L
mit Losung:

Beispiel: Wechselstromkreis mit Kapazitat:

+
I
Nach S. 50 gilt:
R
2 — —
RI = / (E + E¥) . dz,
1
e
wobei der Weg von der unteren
L Platte 1 iiber die EMK, den Wi-
derstand R, die Spule L zur obe-
5 ren Platte 2 verlauft.
C
I 1

Weiter gilt:
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/lzﬁ-df = —¢2+7§E<ind-> AT,
wobei Ujs = @1 — @9 die Spannung ist, die am Kondensator C' liegt. Ferner ist
7{ Blind) gz = —Ldl/dt.
Insgesamt ergibt sich also:

dI
RI+ L— = U = U (t).

Da der Strom I durch die zeitliche Anderung der Ladung auf den Platten 1 und 2
gegeben ist, gilt wegen AQ = CAUyp ; [ =—-AQ/At:

I = —CdUy/dt, d. h.

d*U aUu
12 po W

LC
dt? dt

+U12 — —U(e)(t)

Diese Gleichung wird vollig analog zur gedampften, erzwungenen Schwingung in
der Mechanik gelost:
mi + mys + bx = F(t),

sieche Mechanik-Vorlesung WS 97/98.



Kapitel 10

Die Maxwellschen Gleichungen

10.1 Der Maxwellsche Verschiebungsstrom

Bisher sind die folgenden Feldgleichungen fiir die Felder E und B diskutiert worden:

divE = ﬁ, rotE:—até,

divB = 0, rotB = oJ -

Ferner gilt Ladungserhaltung, d. h.

Oip + divy =0

Fiir zeitlich veranderliche Ladungsverteilungen p(Z,t) ist die Gleichung
rot B = Lo T

nicht vertriglich mit der Kontinuitatsgleichung fiir die Ladung:

]_ —
divi = —divrotB =0, = 0 p=0.
Ho

Maxwell: Die Gleichungen rot B = o] sind folgendermafien abzuédndern:
Setzt man p = ¢pdivE in die Kontinuitatsgleichung ein, so ergibt sich:

div(7 + g0 E) = 0.

Ersetzt man also 7" in rotB = o7 durch 7+ antﬁ, so erhalt man Konsistenz mit
der Kontinuitatsgleichung:

rot B = ,uo(j—l—goatﬁ).

Aufgrund historischer - heute nicht mehr mafigeblicher - Vorstellungen iiber den
Ather wurde der Zusatz ¢g0; F als ” Verschiebungsstrom” bezeichnet.
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Als vollstandigen Satz von Feldgleichungen fiir E und B erhalten wir damit fiir
den "materiefreien” Raum

divE = ﬁ, roth—@té,
€o

divB = 0, rot B = uo(j+€08tﬁ).

Hier sind p(Z,t) und 7(Z,t) entweder vorgegeben, als ruhende oder bewegte
Ladungsverteilungen, oder auch selbst wieder Funktionen von £ und B, z. B.
J =0 E.

Die Kontinuitatsgleichung ist jetzt eine Folge der obigen Maxwellschen Glei-
chungen:

]_ — — —
divy = div(—rotB — g0 E) = —eodivo,E
Ho

= —co0y(divE) = —0,p(Z, 1) .

10.2 Die Maxwellschen Glelchungen als Zeit-
entwicklungsgleichungen fiir E und B

In der Mechanik interessiert man sich primér fiir die Zeitentwicklung der Grofien
q*(t) und p*(t) aufgrund der Bewegungsgleichungen

0H , 0H

= —, p* = -, a=1,....f
q opr P 9 f

Die zeitliche Entwicklung von E und B ist aufgrund der Maxwellschen Gleichun-
gen gegeben durch

€gatE_1 = —I"Oté —_7,

8t§ = —rothk .

Die restlichen Maxwellschen Gleichungen divB = 0 und divE = p/eo enthalten
keine Zeitableitungen!
Sie sind in diesem Zusammenhang so zu interpretieren:

Glbt man sich p, 7 sowie E und B _zur Zeit £ =ty vor, so miissen die Anfangs-
werte Eto, Bto den Bedingungen d1vB‘t:t0 =0, leE‘t:tO = Pli=t /€0 geniigen!
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Frage: Welche Bedingungen missen erfiillt sein, damit die Gleichungen
divB =0, divE = p/e, fiir alle Zeiten ¢ erfiillt bleiben?

Offenbar muf3 |
Oy (divB) =0, O,(divE — —p) =0,
0

gelten, falls divB = 0 und divE = p/e, fiir t = ;!
D. h.

9:divB = div,B = —div(rotE)=0 und
atdiVE - —atp = le(atE) - —atp
€0 €0
- 1 1
rotB — —7) — —0p
Moo €0 €0

1
= ——(divj 4+ 0:p) =0,
€o

= div(

falls die Kontinuitatsgleichung erfiillt ist!

Hier erscheint demnach die Kont1nu1tatsgle1chung als K0n51stenzbe-
dingung dafiir, daf3 die zeltllche Entw1ck1ung von E und B mit den
Anfangsbedingungen leB‘t:tO = (0 und leE‘t:tO = ,O\t:to/€0 vertraglich
bleibt!

10.3 Die elektromagnetischen Potentiale

Viele Probleme der Elektrodynamik lassen sich eleganter mit Hilfe von 4 Potential-
Funktionen behandeln:

Falls das Gebiet GG, in dem divB = 0 gilt, "sternformig” ist, sich
auf einen beliebigen Punkt im Innern stetig zusmmenziehen 1af}t,
so folgt aus divB = 0 fiir B die Darstellung:

—

B =rotA.

A heiBt ?Vektorpotential”. Da rot(grady) = 0, x(Z.t) beliebig, so ist A bei
vorgegebenem B zunachst nur bis auf einen Gradienten bestimmt!
Einsetzen von B = rotA in rotE = —0; B ergibt:

rot(E + 8tj) =

Analog wie oben kann man jetzt schlieflen, daf§ eine Funktion ¢(Z,t) existiert, so
dafl £ + 0:A = —gradyp, d. h.

—

E = —grady — 0. A.
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Damit sind die "homogenen” Maxwellschen Gleichungen
divB =0, 1otE+8;B =0

bei beliebigen A4 und ¢ "identisch” erfiillt! Allerdings werden A und ¢ durch die
"inhomogenen” Gleichungen stark eingeschrankt.

Einsetzen von B = rotA und E = —grady — 9, A in divE = p/eq und rot B =
110(7 + €00; A) ergibt wegen rot(rotA) = grad(divA) — AA:

B 1
—Ap — 0:divA = P und
0

graddivAd — AA = pol] — eo(drgradp + 02 A))]

oder:

ﬁ 1
—0idivA — Ap = e
0

,uoegﬁfff —AA + grad (divff + pogo drp) = HoJ -

Dies ist, bei vorgegebenen p und 7 ein (unangenehm) gekoppeltes System von parti-
ellen Differentialgleichungen fiir ¢ und A. Das System 148t sich vereinfachen, wenn
man davon Gebrauch macht, dafl A und ¢ bei gegebenen E und B noch nicht fest-
gelegt sind: Ist x(,t) eine beliebige, stetig differenzierbare Funktion, dann gehdren
Al

o' =p—0dix, A =A+grady

dieselben Feldstirken E und B wie zu ¢ und Al Den Ubergang go,ff — go’,/i"
bezeichnet man als ” Eichtransformation”. Man kann nun das obige Differential-
gleichungs-System vereinfachen, indem man ¢ und A Nebenbedingungen unterwirft:

1. Lorentz-Bedingung oder Lorentz-”Eichung”

divA + eopo0ip = 0.

Dann bekommt man fiir ¢ und A die Gleichungen

Dp = —p, OA = o7,

€o

0= 50u08t2 — A :  7d’Alembert-Operator”.
Geniigen ¢ und A zunichst noch nicht der Lorentz-Bedingung, d. h. gilt
divA + eopodsp = L(Z.t) # 0,

so kann man immer ein y finden, so daf die neuen Potentiale ' und A’ der
Lorentz-Bedingung geniigen:
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Aus
0= divA" + eopods’ = div(A + grady) + eopod: (¢ — 9:X)

bekommt man namlich fiir x die inhomogene Differential-Gleichung

Ox = L(%,1)

aus der man ein y bestimmen kann, so dafi L' = 0.
Aus der Gleichung Oy = L sieht man auch noch Folgendes:

Auch wenn die Potentiale ¢ und A der Lorentz-Bedingung L = 0 geniigen, so
sind diese noch nicht festgelegt. Es sind immer noch solche Eichtrans-
formationen moglich, fiir die y = o gilt, wobei Oy, = 0.

Ist z.B. p =10, d.h. Op =0, so kann man durch geeignete Wahl von x,
@' =¢p—0ixo=10
setzen. Es bleiben dann die Gleichungen

OA =7, divA=0, divi =0.

2. Coulomb-Eichung
Hier fordert man

divA = 0.

Die Feldgleichngen fiir ¢ und A lauten dann

A(‘O:—gﬁ ; DEZMO (j—Eogradat‘P)
0

Die Losung der 1. Gleichung ist (s.S. 16)

1 p(7,1)
7=y 2R
o@0 = LYY E g

Dies ist in die rechte Seite der letzten Gleichung einzusetzen und man hat
dann diese Differential-Gleichung fiir A zu 16sen. Falls zunachst divA # 0 ist,
dann kann man umeichen:

0 =divA’ = div(A + grady) ,

d.h. x muf} Losung der Gleichung

Ay = —divff mit
/ dlvA y, )
X = —— . seiln.
4 RERTN ||
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Falls schon divA = 0 ist, so mufl xy = xo der Gleichung Ay, = 0 geniigen.
Beschrankt man sich auf solche x, fiir die xo — 0 mit ||Z|] — oo, so bleibt
nur die Losung y = 0; d.h. im Falle der Coulomb-Eichung sind die
Potentiale ¢ und A festgelegt (Vorteil der Coulomb-Eichung!)!

Die Coulomb-Eichung hat im Rahmen der speziellen Relativitatstheorie den
Nachteil, daf} sie i.a. nur in einem Inertialsystem gilt, wahrend die Lorentz—
Eichung in allen Inertialsystemen giiltig ist, falls sie in einem vorliegt (s. spa-
ter).



Kapitel 11

Energie- und Impulsbilanzen

11.1 Energieerhaltung in elektrodynamischen
Systemen;
Energiedichten und Poynting—Vektor

Frither (S. 50) haben wir gesehen, daf ein elektrisches Feld, das auf Ladungen mit
der Stromdichte 7 wirkt, an den Ladungen und ihren Tragern Arbeit leistet, zu der
die Leistungsdichte

U7, t) = J(Z,t)- E(&, 1)

gehort (die Lorentz-Kraft gilt auch fiir zeitabhéngige Felder !). Der Ausdruck fiir
7 - E 14t sich mittels der Maxwellschen Gleichungen umformen und uminterpretie-
ren:

Ho
]. —
— ~(rotB)-E - 29,E?
Ho
Wegen B - rotE — E - rot B = div(E x B) (mathem. Identitit) und rot& = —9,B

bekommt man

1
—0,(2E? + —B?) =div
(2 249 )= (Mo

Integriert man tber ein zeitlich unverdnderliches Gebiet G, so erhidlt man, mit
S = (1/M0)E X Ba

—8t/d3 €°E2 /8 g. df+/j Bd .
G

Interpretation (analog zum Erhaltungssatz fiir die Ladung):
we = (g0/2)E? ist die Energiedichte des elektrischen Feldes (s.S. 28). Analog
ist wy, = (1/2p0) B? die Energiedichte des magnetischen Feldes. Die linke Seite der
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obigen Gleichung ist also die zeitliche Abnahme der elektromagnetischen Feld-
energie im Gebiete GG. Der letzte Term auf der rechten Seite gibt die in G erzeugte
Joulesche Warme und der 1. Term den Energieflufl durch die Oberfliche 0G an,
d.h. analog zur Stromdichte j ist S

Uy

(Z,t) = —E x B(Z.1)

1
Ko

die lokale Energieflufidichte !

S heift Poynting-Vektor. Immer dort, wo E =+ 0,§ # 0 und E Ji é, fliefit
Energie.
Beispiel 1:

Ein zylindrischer Leiter vom Radius @ und Lange [, durch den ein stationarer
Strom [ fliefit:

T o o9 r S a
€3 5o - pol | @
B = B B = —
— ® = Bw)7,. Bo) =G
-, r>a
r
— = _[ N = =
l \ ) B Ta
-  EB(r), | EB(r)
r<a : S = €3 X €, = — €,
A Lo Lo
d. h. die Feldenergie flieit von der Oberflache senk-
recht in den Leiter nach innen und wird dort in Jou-

7
F\———/ﬁ lesche Warme umgewandelt:
a

Da E und B = const., so gilt 0;w, = 0, d;w,, = 0, und

— —

S . df - /Mantel S . ep”de
_EBla)

= 2ral
Ko

= —FElIl=—jEndl;

/Zylinderoberfliiche

jEwa®l ist gerade die Joulesche Warme im Leiterstiick vom Volumen wa?l!
Diese wird also der elektromagnetischen Feldenergie entzogen: Bei Anwe-
senheit von Ladungstragern bilden die elektromagnetischen Felder kein ab-
geschlossenes System !
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Beispiel 2:
Anwendung fiir die magnetische Energiedichte w,, = (1/2u,) B2

In einem endlichen Gebiet GG flieflen in n Stromschleifen C’lT, ..., C" stationére
Strome Iy, ..., I,, die magnetische Felder erzeugen. Fiir die magnetische En-
ergie des Systems gilt dann:
1 — 1 — —
W, = —B%d*% = — | &®xB -rotA.
R3 210 240

Aus der mathematischen Identitat
B -rotA = A-rotB + div(A x B)
folgt

1
W, = — [ d%A- rotB+—/d1V A x B)d*
240

Da die Stromschleifen im Endlichen liegen, fallen A und B hinreichend stark
fiir ||Z|| — oo ab, so daf§

/ div(A x B)d% = lim df (A x B) =0,
R3

|Z]] =00 JOK (r)

und mit rotB = [o] sowie 9, E = 0 ist dann:

1 -
Wm:§/d3xA-j

Zu den in den n Schleifen fliefenden Stromen gehort die Stromdichte

21 [ ano(@ g ))f;i:

Damit erhalten wir fir W,,:

_,

dy;

e f A )G
R

Wn =

A7) .

N — DN -

I M: I M:

Ist nun F] eine Fliche mit Rand C’~T so folgt
- Ay / df -rot A = /df B=a,,
cf

d. h. wir erhalten schliefilich

ik

fiir die magnetische Energie des Systems !

Definition: Zeitabhiangige Vorgange, fiir die 0;7 # 0 , heiflen ” quasistationar”,
falls ||7] > eol|0:E||, d.h. falls die Verschiebungsstromdichte gegeniiber der nor-
malen Stromdichte vernachlassigbar ist. Die bisher hergeleiteten Beziehungen fiir
stationdre Strome gelten dann auch fiir quasistationare.
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11.2 Lorentz-Kraft, elektromagnetische
Flachenkraft und Feldimpuls

Wie die Coulomb-Kraftdichte in der Elektrostatik, so kann man auch die Lorentz—
Kraftdichte E(a?, t) = pE + 7 x B aus einem Maxwellschen ”Spannungstensor” T;
herleiten, in dem nur noch die Felder E und B vorkommen:

Man eliminiert p und 7" in k: mittels der Maxwellschen Gleichungen:

— — ]_ — — — —
(Z,t) =egEdivE + —(rotB) x B — g0+ F X B.
Ho

!

Addiert man noch die aus den restlichen Maxwellschen Gleichungen folgenden Be-

ziehungen
1

0= —€OE X I'OtE - Eoé X até, 0= —éleé,
Ho
so erhalt man
E(#.1) = eoEdivE —eoE x rotE
]_ — — ]_ — — —
+ —BdivB — —B xrotB —equg0d;S .
Ko Ho

Frither (S. 29) wurde gezeigt, daf

3
€O(Edivﬁ — E x rotE")l- = Z 0T}

k=1

wobei

Analog ergibt sich, dafl

—(BdivB — B xrotB) = Y Ty,
o k=1
wobei
m 1 1 2

Mit Ty, = T, + T erhalten wir daher

3
ki = OkTi, — €01100+S;
k=1
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bzw. in Integralform

Rean(G) = [ R = [ Tllaf]| - omoor | Sio.

T,=T-i, T=(Ty), df = |df||7.

Da K poep, = dﬁmech./dt, so kann man auch schreiben:

d — =~ 13 = Y
%[Pmech,(G)Jreoug/Gde] _/OGTanfH.

Interpretation:
ﬁem(fa t) = gOMOS(fa t)

ist die zu den elektromagnetischen Feldern gehorige Impulsdichte und

Po(G) = /G o (T, 1) d%

der von den elektromagnetischen Feldern getragene Gesamtimpuls im Gebiete G !
Also ist

d. = - S "
i Preen (G) + Pon(@)) = [ Tildf]| = R (@),

wobei I?(G) die auf das System in G wirkende Gesamtkraft ist, die allein von den

Werten von £ und B auf 9G abhéngt !
Wird G — R® und verschwinden F und B hinreichend stark fiir ||Z|| — oo, so folgt

ﬁmech.(Rg) + ﬁem(RS) = CO’I”?St.

Wir werden sehen, dafl egug = 1/¢? gilt, wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Va-
kuum ist, d.h. wir haben

— — 1 /=
Pem (T, 1) = C—ZS(x,t).




Kapitel 12

Elektromagnetische Wellen

12.1 Ebene elektromagnetische Wellen

Frage: Gibt es nichttriviale (d.h. E # const., B # const.) Losungen der Max-
wellschen Gleichungen im ladungs- und stromfreien Raum 7

Antwort: Ja, in Form elektromagnetischer Wellen; E, B sind Trager von Energie,
Impuls, Drehimpuls etc. durch den materiefreien Raum (z.B. " Licht” von
Fixsternen !).

Fiir p = 0, 7 = 0 lauten die Maxwellschen Gleichungen:

rotE = —8t§, diszO,
rotB = gouoatﬁ, divB 0.

oder fiir die Potentiale (Z,t), A(,t) in der Lorentz-Eichung;:

—

B = rotd, E = —grady — 0. A,
OA(Z,t) = 0, Op(Z,t) =0,
diV/T—FEo,antQD = O, O Eé‘oﬂoatQ — A.

Durch entsprechende Eichung (s.S. 71) kann ¢ = 0 angenommen werden.
Bemerkung: die GroBe oo hat die Dimension [Geschwindighkeit]™ und(eopg) 2
den Zahlenwert 2,9979 - 103m /s = Lichtgeschwindigkeit ¢ im Vakuum (Entdek—
kung von Weber vor dem Finden der Maxwellschen Gleichungen). Unmittelbare
Verkniipfung der optischen Grofle ¢ mit den elektromagnetischen Grofien ¢
und pg. Der D’Alembert-Operator

wird auch als "Wellenoperator” bezeichnet. Dieser Name wird durch die folgende
Diskussion plausibel werden.

78
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12.1.1 Allgemeine ebene Wellen

Es sei d(t) eine 2-mal stetig differenzierbare vektorwertige Funktion von #. Dann
erhalt man folgende speziellen Losungen der obigen Gleichungen:

7 : beliebiger konstanter Einheitsvektor, 7n- =1,

B ) 1
A@ ) =ald) =at—-in-7), @#-a=0.
C

Beweis:

|_|
—_
S

divA = —=G -7 = —=0,(@-7) =0, mit a=0:d=—a,
C

und ferner

Fiir E und B ergibt sich

E(@t) = —0,d = —a = éef), i=t—

Eigenschaften dieser Losungen:

1. Fiir festes  haben E und B auf den Hyperebenen t—1ii -7 = const. iiberall
den gleichen Wert (gleiche "Phase”). Hélt man auch noch die Zeit ¢ fest, so
gilt dies entsprechend fiir die Ebenen 7 - ¥ = const..

2. Zum Zeitpunkt ¢ + 7 hat man

E(Z+ciit,t+71) = E(T.t)

B(& +ciir,t+7) = B(Z,1),
d.h. die Ebenen gleicher Phase bewegen sich mit den gleichformigen
Geschwindigkeiten 7 ¢ = ¢ : ebene "Welle” mit "Phasen”-Geschwindigkeit
¢ el =e.

3. Die drel Vektoren E B und n bllden fiir festes Z,t ein orthogonales Dreibein:
i E = 0, B = 0, E-B=0. E und B stehen aufeinander und auf
der Ausbreitungsrlchtung 7 senkrecht : transversale Wellen.

4. Fiir die Energiedichte erhalt man
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Der Poynting-Vektor ist:

— ]_ — —
S(#,t) = —ExB
Ho

= coF%cii =w(Z t)cii.

D.h. die Energie fliefit in die 77-Richtung mit ” Geschwindigkeit” c¢. Schliefilich
ergibt die Impulsdichte (S. 77)

den ”Strahlungsdruck” bei Lichtabsorption !

5. Da der D’Alembert-Operator O nur die zweiten Ableitungen von ¢ und z;
enthélt, so ist auch A =b(t + 7 - Z/c), 7 - b = 0 eine Losung.
Man bezeichnet die Losungen @(t — 7 - Z) als rechtslaufende und die Lésungen

—

b(t + 7 - ¥) als linkslaufende Wellen.

12.1.2 Monochromatische ebene Wellen

Jede Losung E (i, t) = &(&) sin(wt+¢g), po = const., der Maxwellschen Gleichungen
im materiefreien Raum heif3it monochromatisch.

w: Kreisfrequenz und T' = 27 /w: Periode der Schwingung.

Monochromatische ebene Welle:

n-x

=,

(%,t) = Esinjw(t —

)

C

Definition:

- 1
k= -wii: ”Wellenvektor” .
c

Fiir festes ¢ ist £ periodisch in Z mit der Periode k- Ty = 2m.
A =2r/||k]| : ”Wellenlinge” .
Transversalitat:

E-&=0.

Analog zum sin(...) kann man auch cos(...) oder eine Linearkombination nehmen.
Rechnerisch ist es sehr bequem, die Beziehung e’¥ = cos ¢ + isin ¢ auszunutzen: &
kann komplexe Komponenten haben. Dann gilt:

. =
“Hl “Hl
~ ~
SN— SN—
I I
I X
) )
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Fiir 7 = (0,0,1) und £ = €“(a, ib,0), &, a, b reell, erhilt man

—

E(Z,t) = (acos(wt — kxs — ), bsin(wt — kzz —9), 0),

d. h. der Vektor durchlauft mit wachsendem wt — kx3 eine Ellipse.
a-b<0: rechts (zirkular) polarisierte Welle (schaut man in
die negative 7i-Richtung, so lauft E mit ¢ im Uhrzeigersinn um),
a-b>0: links polarisierte Welle,
a-b=20: linear polarisierte Welle,
Die gesamte klassische Optik lait sich aus den Maxwellschen Glei-
chungen herleiten

"Licht” = elektromagnetische Welle.

Zeitliche Mittelwerte :
In vielen Experimenten beobachtet man nur zeitliche Mittelwerte von Feldgrofien
F(Z,1):
—_ . 1 +T —
< F(Z,t) >= TlggOELT F(Z, t)dt.

Bei Grofien mit der Periode T hat man
1 /T
< F(#,1) >= —/ F(7,1)dt .
T Jo

Fiir die obigen E(Z,¢) und B(Z,t) erhalt man

<E@t)> = 0, <B(@#@t)>=0

3
— 6 — — — —
und < w(i t) > = 5°||5||2, €12 = eter, €-7=0,
k=1
<S@t) > = 2|e|Pen.

Bemerkung: Fiir das Berechnen zeitlicher Mittelwerte ist die folgende Beziehung
hilfreich: Sind C; = e ™!, Cy = Ge~™! zwei komplexe Vektoren, so gilt fiir die
zeitlichen Mittelwerte

< ReCy - ReCy > = %e%(Cl LCF) = ZRe(Cr - Cy)

. . 1 - -
<§R€Cl ><§R€CQ> = %65(01 XC;)
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12.1.3 Wellengleichungen fiir die Felder

Mittels der Identitit rot (rot F') = grad(divEF)—AF, kann man aus rot E = —8, B, divE =
0 und rotB = 9;E/c? fiir E' die Wellengleichung

—

OF =0

bekommen.
Die Transversalitat von FE folgt aus divE = 0:

div(ge— i@t =k @)y _ i gemilwt = k- T) _ g

Analoge Gleichungen folgen fiir B:

OB =0, divB=0.

In den Anwendungen schreibt man meistens

P ge—ilwt—k - 7)

und meint dann damit, daf physikalisch nur Re E oder SmE eine Bedeutung haben,
da nur diese reelle Groflen sind.

12.2 Wellenpakete, Fourier-Transformation
und Gruppengeschwindigkeit

Wir haben bisher monochromatische Wellen betrachtet, bei denen nur eine Kreis-

frequenz w als Funktion
w(k) = e\ k2

eines fest vorgegebenen Wellenvektors k auftritt. Solche Wellen sind mathematische
Idealisierungen, die sich experimentell nicht realisieren lassen (eine momochroma-
tische Ebene Welle miifite iiber den gesamten 3-dimensionalen Raum ausgedehnt
sein und in dieser Form auch erzeugt werden !), da bei der Erzeugung von Wellen
immer mehrere k-Vektoren eine Rolle spielen, wobei deren Betrage und Richtungen
sich allerdings nur wenig zu unterscheiden brauchen.

Wir nehmen zunéachst an, dafl wir einen diskreten Satz von l:-Vektoren EV haben,

zu denen die Frequenzen w, = cw?g, v =1,...,n gehoren. Dann ist auch die
Uberlagerung

n

B(#.1) = Re[S" f(w)e vt —ku 7)) Lz ¢
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eine Losung der Maxwellschen Gleichungen.
Der Ubergang zum Kontinuum ergibt

B(z.t) = §Re{/ Ryl —E Tl FLA) =0, w(F) = VR

(" Spektralzerlegung” von E nach k-Vektoren ). Einige Eigenschaften solcher ” Wel-
lenpakete” sollen hier kurz erlautert werden:
Es sei f(t,7) eine Losung der Wellengleichung, d.h.

]_ —
(5500 = A)f(t,7) =0,
Die einfachsten Losungen sind die ebenen Wellen
ek(t,f) — e—iw(k)t + 1k -f,

wobei

(NI

w2/ =k, dh. w=4c(k?)

Aus anschaulichen Griinden betrachten wir zunachst nur positive Frequenzen
w > 0. Ersetzt man k durch —lg, so geht w in sich iiber, aber die Laufrichtung der
Welle kehrt sich um. Mit e (¢, Z) ist auch e_j (¢, ¥) eine Losung.

Ferner ist jede Uberlagerung von ebenen Wellen eine Losung der Wellenglei-
chung:

400 JUR . o
ft.2) = @m)d [ akpe Wt
wobei w(k) = c(k?)7. Das Integral existiert, falls
|/d3k}~e—iwt+ik f‘ < /dBI{:‘}(E)‘ < 00.

Die " Amplitude” JN‘"(E) ist ein Maf fiir das " Gewicht”, mit dem jeder Wellenvektor
in der Welle vertreten ist.
Falls f(k) = ad(k — k), so erhilt man die monochromatische Welle zu-
riick: . . . .

/d3k 5(K — Fo) i (k)t +ik -7 _ —iw(ko)t +iko - T

f(t, &) existiert insbesondere dann, falls f (k) beliebig oft differenzierbar ist und im
Unendlichen, d.h. fiir ||k|| — oo, stérker als jede Potenz abfillt.
Beispiel:

- -

F(k) = Age k)’ 450,

Hier hat f(k) sein Maximum bei k = ko. Fiir Funktionen mit dem genannten
Abfallverhalten - aber nicht nur fiir diese ! - gilt das folgende wichtige Umkehr-
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Theorem der Fourier-Transformation :

Falls
g(@) = @m)~F [ @hak) T [ dR|g(F)| < oo,

und ¢(Z) entsprechende Bedingungen wie g(/%’) erfiillt, so gilt

—

() = 2n)F [ @) E T

Ist f(t,7) als Losung der Wellengleichung gegeben, so folgt daher

FE) = (2 [t (e =0.2) e T

da .
flt=0,7) = (21)3 /d3k FE) etk T

Es habe f(k) ein Maximum bei k = ko. Entwickelt man nun w(k) um k = kg, so
erhalt man

——
wo

w(k) = w(ko) + gradkw‘E:EO(E — ko) 4+,
—_——

=graduw,

F6.7) ~ (2m) [ kel eradwnlh = kot +ik -3 )
= (amyH ellfommadun —wnlt f oy i~ erad ] .

Also ist

f(t, %) = f(t = 0,7 — gradwt) ez’[ko - grad wjo — wolt ’

d.h., abgesehen von der Phase ei[ko -gradw) — wg]t7 hat sich die zur Zeit ¢t = 0
vorhandene ”Wellengruppe” mit der Geschwindigkeit

Ty = grad w(k)

fortgepflanzt; ¥, heifit die ” Gruppengeschwindigkeit” der Welle.
Beispiel: Bei Hohlleitern (s.S. 90) haben wir w = ¢(k2 + 42, )2, so daB

0wk

S0k w

und wir werden sehen, dafl die Gruppengeschwindigkeit mit der Energie-
transport-Geschwindigkeit identisch ist.

Ug
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Die Funktion .
9(@) = (2m)7F [ dh(E)e’® T

ist genau dann reell,

falls

gilt, da durch Substitution & — —k
[ ErgrRye T = [ dhg (k)™
folgt. Gilt f*(—k) = f(k), so hat man fiir eine Losung f (¢, #) der Wellengleichung:
Fd) = o) [k fol) e
— (27)°% /d3k F(F) SAwt + k- %)
= f(-t, 7).

12.3 Elektromagnetische Wellen in Hohlleitern

12.3.1 Randbedingungen fiir zeitabhangige elektromagne-
tische Felder

Um die Fortpflanzung von elektromagnetischen Wellen in Hohlleitern zu diskutieren,
miissen wir das Verhalten der zeitabhingigen Felder E(Z,t) und B(Z,t) an den
Grenzflaichen zu metallischen Leitern kennen. Dies folgt aus den Maxwellschen
Gleichungen selbst, falls man die Existenz von Oberflichenladungen w(Z,t)
[Ladung/Flache] und Oberflichenstromen

—

h(Z,t) = w(Z,t)v(Z,t) [Ladung/Linge Zeit],

Z € Grenzflache ,

beriicksichtigt!
2
o
[P
M2 f ﬁiZ = ]- 3
t? 1,
t Tangentialvektor
. @ = figo Xt ebenfalls Tangentialvektor
z b i £s
b ~ —10s.
oT
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Hier wird im folgenden die "kleine” Lange ds festgehalten, die transversale Lange
01 jedoch beliebig klein gemacht. Wie in der Elektrostatik gilt zunéchst

— —

Eo(EQ — El)ﬁlg = Ww.

Fiir das kleine Rechteck in der Figur, mit der Fliche Af ~ ||@||67@ = dsér@ folgt:

— E1i6s + Eytds + O(67)

Q;\

>

Ry
&=
=¥
STl
2

d. h. die Tangential-Komponenten von E sind stetig. Da ¢ ein beliebiger Tangenti-
alvektor in der Ebene senkrecht zu 715 ist, so kann man die obige Bedingung auch
so formulieren:

ﬁ12X(E2—E1):0.

Da es keine magnetischen (Flachen-) Ladungen gibt, so folgt fiir die Normalkompo-
nenten von B

ﬁlg-(éz—él):(].

Fiir die Tangentialkomponenten von B erhalten wir schieflich:
Bd# ~ —B;-t0s+ By-16s+O0(671) = pg / Fedf + Mogo/ OE -df
A f Af Af
= |7 - 6867 + 0 OLE - T 6567] .

Im Limes 67 — 0 geht J- @ 07 gegen den Oberflachenstrom fz-ﬂ, d. h. wir bekommen
bei nicht-singuldrem 9; F wegen ds # 0:

t_" (ég—él) :uoi_):ﬁ
Daf=1 x 12, so folgt

(’IIXﬁlz)'(ég—él):ﬁ'[ﬁlzx (Bg—él)}:/jlgﬁ}_l’,

und da # ein beliebiger Einheitsvektor in der Tangentialebene ist, so erhalten wir
schlieBlich

—

1o X (éz - Bl) = llofl,

d. h., falls es Oberflachenstrome gibt, macht die Tangentialkomponente von B einen
Sprung !
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12.3.2 Wellen in metallischen Hohlleitern

Wir betrachten nun die Fortpflanzung von elektromagnetischen Wellen in metalli-
schen Hohleitern. Die Leiter werden zunichst als ideal angesehen (0 — o0), d.h.
im Innern des Metalls kann kein E-Feld bestehen. Wegen der Kontinuitat der Tan-
gentialkomponenten von E gilt daher

E; =0 an der (inneren) Leiteroberfliche .

Wegen E = 0im Metall und 7 = 0ist dort auch B = 0. Dadie Normalkomponente
von B stetig ist, gilt ferner

B, =0 an der (inneren) Leiteroberfliche .

Wegen auftretender Oberflichen-Ladungen und -Stréme verschwinden im allgemei-
nen En und ét nicht !

Der gerade Hohlleiter mit rundem oder rechteckigem Querschnitt erstrecke sich
langs der 3-Achse:

T3

Die elektromagnetische Welle bewege sich langs der x3-Achse, d. h. E und B haben
die Form

—

) = f
1) = g

(551, fcg)e_i(Wt — kxg) ’

(xl, xQ)e—Z'(wt — kxg) .

S]]
=0

(
(

Fiir das Folgende ist eine spezielle Notation niitzlich:

o]
=

. = (xlva)v
f— = (flan) ) g— = (glng)a
A = 0} +05 , grad . = (01, 09),

div_ f- = Oifi + Oofs.
Es wird

rotE = (Oofs — ikfo, —Oufs +ikfi, O1fo — 82f1)6_i(Wt — ka) ;

rotB = (ags — ikga. —01gs + ikgr, Orge — 5291)€_i(Wt — kas)
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Aus den Maxwellschen Gleichungen

— — — 1 —
rotk = —8tB s rotB = —28tE'

c
folgt dann
: - . LW
Qofs —ikfs = iwgr , Oags —ikgs = _ngla
; : : LW
ikfi —0ifs = iwgy . kg1 —Oigs = _ng2a
0der7 da 52 = 53 X 51, bzw.— 51 = _’3 X 527
G = késx f 4i€sxgrad fs,

- = —k gg X g_ — Zgg X grad_g3.

®M|€€
1

Einsetzen von g der 1. Gleichung in die zweite und von f, der 2. Gleichung in die
erste ergibt:

(w_2 - kz)fi = dkgrad_f3; —ié3 x grad g3,
c
2
(W—2 — kg = ikgrad g3+ i%ég x grad_ f3.
c c

Man sieht, daB f_ und §_ bestimmt sind, falls f; # 0 oder (und) g3 # 0. Falls
g3 = 0, f3 # 0, spricht man von transversalen magnetischen (TM) Wellen,
falls g3 # 0, f3 = 0, von transversalen elektrischen (TE) Wellen.

1. TM-Wellen:
w? -
(4 =) = ikgrad_fy
c
und ) ,
w . W w o w L
(0_2 N ar— i€ % grad_ f3 = %(5 —kHes x f
d.h.
— w — ~
g_ = ﬂ63 X f_
Da

der Wellengleichung

2

OF; = [(—‘z—2 YR fy = A fyle Wt = k)
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geniigen muf}, so folgt fiir f3

w2

A fs+79*f3=0, 72E§—k’2-

Die Randbedingungen 7 x E =0 und i - B = 0 bedeuten hier

f3 | Overfliiche = 0, g3 = 0 tiberall.

Um die Gleichung (A_ ++?) f3 = 0 unter der Randbedingung f; | Over fliche = 0
16sen zu konnen, miissen wir den Querschnitt des Hohlleiters spezifizieren.
Beispiel: rechteckiger Querschnitt.

T2

a I

Jedes Produkt aus siny;x; bzw. cosy;x; mit sinysxs bzw. cosyoxs ist eine
Losung von (A_ +4?%)fs = 0, falls 47 + 73 = 72, aber nur

f3 = Asiny;xq sin 919

erfiillt die Randbedingungen, falls

nm mmn

Y1=—, Y2=——; m,n : ganze Zahlen.
a b
Also ist
E, = Asin(nmyl)sin(w)e*i(‘”t*k“),
2
w: o, MmNy B
=5 = k —1—(7) +(T) o om,n=+1,4+2,...

Da k? > 0, so muf} die Frequenz w bei vorgegebenen n und m ein kritisches
Minimum

Wer = CYmn y  Ymn = (
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iiberschreiten, damit eine entsprechende Welle auftreten kann.

Das Zahlenpaar (n, m) charakterisiert die "Mode” des (transversalen) elektro-
magnetischen Feldes.
Die Maxwellsche Gleichung divE = 0! ist automatisch erfiillt: aus

w2

(5 — k[ = ikgrad_fs

2
folgt

w? -

(_2 - kz) div_f_ =ikA_f3 = —ik 72 I3,

c
oder:
div_f_+ikfs = 0, dh.
dlv[fe i(wt= ’“’33)]

Als Mittelwert < S > fiir den Poynting-Vektor erhalten wir mittels der For-
meln von S. 81

— ]_ —

<S> = %iﬁe[(f + f3€3) x §" ]
= gy Rl T~ RS
d.h.
<S§>= 6;);%) Re(|grad  fs|?€s + z—f3 grad_f3).

Ist F'T der Querschnitt des Hohlleiters, so flieBt durch ihn im zeitlichen Mittel
in €3-Richtung die Energie

cokw

s —/ < § > &df]| = / igrad _ fs|*dzidz,

Da
(grad_ep; - grad_gs) = div_(p1grad_is) — p1A_¢p> |

so folgt aus dem Gaufschen Satz in der Ebene wegen f, = 0 auf 9F" und
A_fs=—7*fs:

5Ul<;w

= / fs " fadxidxy .

Fiir den zeitlichen Mittelwert der Energiedichte erhalten wir analog

1 _— . 1 =
<w>=eoRe(ff-+ ffs) + %%e(g-w ;

! Analog zeigt man, da divB =0
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und da

SO ist

11w, s 1 "
< W >= Z€O¥(C_2+k )|gradff3\ +Z€0f3 f3.

In dem Hohlleiter befindet sich dann pro Langeneinheit im zeitlichen Mittel
die Energie

1 1 2
u = / < w > drydrs = —gg/ dxldxg[—4 (w + k%) |grad_ fs|? 4 f3* f3].
Ft 4 Ft ¥

Die analoge Umformung des Integrals wie oben ergibt

€gw

o il

1
2

Da ck = (w? — w,)?, so ergibt sich fiir das Verhiltnis s/u

2 2
ck Wi,

1
_— = 1— 2 =
w C( ) U!Ja

w?

d.h. die Energie wird mit der Gruppengeschwindigkeit v, (s.S. 84) durch
den Hohlleiter transportiert, 0 < v, < c.

2. TE-Wellen
Hier geht man ganz analog wie bei TM-Wellen vor. Allerdings ist die Rand-
bedingung fiir g3 an der Oberfliche des Leiters anders:
Multipliziert man die Gleichung

w =
—2f =—ke3 x g —i€s x grad g3

von S. 88 vektoriell mit €3, so erhilt man

W
gegxf,_kg +igrad _ g3 .

Sei 7 Normalenvektorﬁan die innere Lelteroberﬂache Da an der Oberfliche
nxFE=0dh 7xf_ =0und7- B—Odh g =0, so folgt aus der
obigen Gleichung

i - grad_gs = 0 an der (inneren) Oberfliche des Leiters.

Die Komponente g; geniigt ebenfalls der Gleichung

A_gs+7°g3 =0.
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Fiir einen rechteckigen Leiterquerschnitt (s.S. 89) lauten die Randbedingungen

Oigs = 0 firzy =0,a, 0< 1z, <0,
Oogs = 0 flirze=0,a, 0<z; <a.

Dies bedeutet, dafl von den Losungen von A_gs +y?gs = 0 nur die folgenden
in Frage kommen:

g3 = By cos(nﬂxl)cos(mgxz) ,
a

n,m=0,+1,+2....

Hier sind auch die Moden (0, 1), (1,0) mdoglich.

. TME-Wellen

Man kann fragen, ob es auch rein transversale Wellen in Hohlleitern geben
kann (fs = 0,93 = 0). Aus den Gleichungen auf S. 88 folgt dann zunéchst
w?/c? = k2, wie bei den ebenen Wellen. Aus (rotE)s; = 0 ergibt sich

Oufs—ofi =0, dh. f_=—grad ¢,

da auflerdem divfi = 0, so haben wir ein 2-dimensionales Potentialpro-
blem:
A_p=0.

Esist E = 0 im Metall, ¢ = const. an der Leiteroberflache. Besteht daher der
Hohlleiter aus einem einfach zusammenhangenden Hohlraum, so ist £ = 0 im
Innern, d.h. es gibt keine TME-Wellen.

Ist dagegen der Hohlraum nicht ein-
m fachzusammenhingend, wie beim
Koaxialkabel, so sind TME-Wellen
P2 Q $1 ’
@ moglich!
Hier ist wy, = 0!




Kapitel 13

Elektromagnetische Felder von
vorgegebenen Ladungs- und
Stromverteilungen

13.1 Greensche Funktionen der Wellengleichung

Die inhomogene Wellengleichung
Df(t,2) =q(t.2) .

wobei ¢(t, %) eine vorgegebene Funktion ist, die ”Quellen” von Wellen beschreibt,

148t sich formal sofort 16sen, wenn man eine Greensche Funktion D(t —t; & — 7))
des Wellenoperators O kennt. Diese ist definiert durch die Gleichung

OD(t— 67— §) = 6(t—1)0(& —7)

und geeignete Randbedingungen, z.B., daf§ eine zur Zeit # am Orte 4/ erzeugte
Welle erst zu einem spéiteren Zeitpunkt ¢ > ¢ am Orte Z eintreffen kann !
Kennt man D, so ist

f(t.7) = [didy D@~ i:7 = 7) (0. 9

Losung der inhomogenen Gleichung, da

of = /d£d3y6(t—t~)5(a7—@7)q(t,@7) = q(t,7) .

D(t — t; 7 — i) 14Bt sich am einfachsten mittels Fourier-Transformation berechnen.
Hierzu benétigen wir die Fourier-Transformierte der §-”Funktion” (s.S. 13-15).

Es sei T'(z) eine ”verallgemeinerte” Funktion wie das §-Funktional, die zu-
néchst 1-dimensional definiert ist, und x(z) eine Testfunktion mit der Fourier-Dar-
stellung .

(2m)’

x(w) = — [dkx(k) ™,

93
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dann gilt (formal)

Tlx] = /me T

= *%/de ) [ e

- /dk [(2n) *%/de ¢ 7(k), d.h.

Th] = /dkT -
T(k) = o] /dxe’“”T( ).
Da
[z () x@) = x(0) = (zi)% [k k),
so sieht man, dafl X
(k) =3 =
Also ist
5(x) = %/_oo dk e = %/_oo dl e ik

Setzt man ¢t = xg, ¢t = vy, 7 =7 — Y, 20 = Ty — Yo, und fithrt man die Fourier—
Transformierten

d°k D(ko. k) e i(hoxoF2),

= 1 —i(kozo—k 7
5(2°)8(2) = W/dkgd%e (kozo—F:2)

ein, so erhilt man fiir D(ko, k) die Gleichung

1

— (k3 — k?) D(ko, k) = (2n)

D.h. D hat Singularitiiten (Pole) bei kg = +k, k = |||
Das Integral

. 1 Bz 400 e—lkozo
D(:,2) = (zﬂ)4/d3kek /- Ty

ist also genauer zu definieren. Dies geschieht mit Hilfe des Residuensatzes in der
komplexen ky-Ebene. Da

111 1

k2 — k2 ﬁ(ko—k_kﬁk)’

so hat man die Residuen der Pole bei ky = £k, zu bestimmen:
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Z%mko

Der Residuensatz ist so anzu-
wenden, dafl ein Integrations-
weg langs der reellen Achse
durch einen Halbkreis vom Ra- — .
dius R erganzt wird, wobei der T _ +'k T Rekg l C
Beitrag des Halbkreises im Li-
mes R — oo verschwindet.

C:et

Da
o120 (Reko +iSmky) _ o120 Reko Lz Smko ’

so muf} dieser Halbkreis fiir z5 > 0 in der unteren, fiir z; < 0 in der oberen Halbebene
verlaufen.

Die Auswahl des Weges langs der reellen Achse — an den Polen vorbei — hangt von
den gewiinschten Randbedingungen ab. Wahlt man den oben gezeigten Weg Cfet,
so liegt beim Schlielen des Weges in der oberen Halbebene kein Pol, d.h. wir haben
D = 0 fiir zy < 0. Beim Schlieflen in der unteren Halbebene bekommen wir dagegen:

—izoko efizoko 67'520160 efizoko
il Vo [ dho (—r = )
2%k kg—k ko + k ko —k  ko+k

Daf.. dko --- = 0(e *F) — 0 fiir R — oo, so erhalten wir fiir die sogenannte
"retardierte” Greensche Funktion:

/d3]{? ik-z Sln k)
27r ’

1 fiir 25 > 0
0 fir zp < 0.

Dret(ZOa 2)

wobei O(z)

Einfiihren von Polarkoordinaten fiir & mit Z als 3-Richtung ergibt

ik dp sin 9 d ¢k 17]1coso S0E0R)

Dret(207g) L
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_ %ﬂp\/ dk sin(zk) sin(k ||Z]]) -

Mittels sina = (e'® — e™'®)/(2i) wird daraus

Dyet(20,2) = 87T2H || ei(z0—lIZIDk 4 p—ilzo— 12|k
— izoHlIZINk _ e—z’(zo+uzu)k]
O(2) /°° (|2 » .
= dk [eiCo 7k _ gmitzo+ZIDk)
AN |

Die beiden Integrale ergeben d-Funktionen
21 0(20 — ||Z]]) und 27w d(z0 + [|Z]])

von denen die letzte verschwindet, da zy > 0, ||Z|| > 0.
Somit erhalten wir schliefilich

9(% - yo) 5

Dret(x(] - yﬂaf - @7) = 471_”3—:»_ y—»H (xO — Y — ||f - ?7”) :

Physikalische Interpretation:

Die "momentane, punktformige Erregung” (Quelle) 6(t —t) 6(Z — ) zur Zeit t am
1 -

Orte ¢ erzeugt am Orte & zur Zeit ¢t = —||Z — ¢|| + ¢ eine "Welle” D, die wie
c

|Z — || 7" abfallt.

Bei rdumlich und zeitlich ausgedehnter Quelle ¢(¢, #) bekommen wir als retardierte

Losung:

fret(taf) - /dyU d3@/ Dret(x - yﬂaf - g) Q(yﬂag)
I E |

_ / = ay))
4 |7 — 7|

Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung ist dann

f(taf) = fO(taf) + fret(taf) )

wobei O fo(t, 7) = 0.
fo(t, @) 1aBt sich anschaulich folgendermafien interpretieren:
q(t,y) werde erst fiir t > =T , T > 0, zu groflen negativen Zeiten angeschaltet, so
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daBl f,e(t, %) =0 fiir =T >t . fo beschreibt dann die sogenannte ”einlaufende”
Welle, also

f(taf) = fein(taf)—i_fret(taf)a
Dfein =0 s Dfret = Q(taf)-

Avancierte Losungen:

Waéhlen wir oben auf S. 95 in der komplexen ky—Ebene statt C:et einen dazu par-
allelen Weg C! | der unterhalb der beiden Pole verlauft, so bekommen wir véllig
analog die sogenannte ”avancierte” Greensche Funktion

O[—(wo — yo)]

———0(xo — v+ |17 - 7).
(|7 — 9]

Dav(x[] - yOaf_ ?7) =

d.h. D,, = 0 fiir 2o — yo > 0 und fiir yo # 2o + ||7 — 7.

Man erhélt D,, offenbar aus D,.;, indem man dort alle Zeitkoordinaten durch ihre
negativen Werte ersetzt.

Heuristische Interpretation der avancierten Losungen: an die Stelle der Ab-
strahlung durch eine Antenne tritt der zeitlich umgekehrte Vorgang des
Empfanges mittels einer Antenne!

Bei gegebenem ¢(t, &) erhalten wir die avancierte Liosung

fav(ta j’) - /d?/o d3@/ Dav(x(] — Yo, f - 37) Q(yOa 37) 3

und die allgemeine Losung f(¢, ¥) ist jetzt gegeben durch

FT) = faus(t ) + Fao(t, @), O faus =0.

Die homogene Losung f..s(t, ) hat folgende Interpretation:

Es sei q(t,7) = 0 fir t > T > 0, d.h. f,, = 0 fiir ¢t > T und es bleibt nur die
"auslaufende” Welle f,,,(t, &) tibrig.

Die Differenz f,.s — fein beschreibt das ”Strahlungsfeld”, das von den Quellen
zusatzlich zu dem einlaufenen Feld erzeugt wurde:

fStr.(ta'f) - faus(taf)_fein(taf)
= /dyod3?JD(5UO_?J0mf_?j) Q(yﬂag) 3

D(ZO, Dret(207z) _Dav(Z07z) 3

Q1
SN—
|

wobei O D = 0.
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13.2 Potentiale
Stromen

und Felder von Ladungen und

Sind die Ladungs- und Stromdichten p(Z,t), 7(Z,t) vorgegeben, so sind die Poten-

tiale ¢ und A nach S. 70 in der Lorentz-Eichung aus den Gleichungen

—

]. —
Do=—p, BA=poj

zu bestimmen. Nach Abschnitt 11.1 bekommen wir die retardierten Losungen:

— 1 7 7 = — 7 =
Soret(tax) = 8_ dtd?)yDret(t_tvx_y)p(tvy)v
0
Ot — 1) -1
Dre ﬁdt_t__ v 7] )
so daf
. 1 t—|7—9gl/e.y
vt 7) = /dgyp( ||q qll/ )
Areg 17— 7

Ebenso gilt natiirlich

—

A7, 1) = o /dfd%Dret(t—f,f

In den folgenden Abschnitten werden hierzu einige Beispiele diskutiert.

13.2.1 Schwingender elektrischer Dipol

Das Potential eines zeitunabhéngigen Dipols p war gegeben durch (s.S. 36):

Pdip ()

1 p-(F-9
dmey |17 —gI]°

1

47'('8[)

47'('8[)

divx(Hf

p - grad,

7
—)
=l

1z =l -

wobei ¢ den Ort angibt, an dem der ”punktformige” Dipol lokalisiert ist. Da Ap =

—p(@) /e in der Elektrostatik, und A,

il

= —4wd(Z — ¥), so gehort zu dem
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statischen Dipolpotential die Ladungsdichte

o L
ANpip(Z) = _apdip(x) = —div,[p (% — ¥)]

Die Ableitungen 0;0(% — ¥), 7 = 1, 2,3, sind folgendermaflen zu interpretieren:
Es sei x(Z) eine 1-mal stetig differenzierbare Testfunktion, die aufierhalb einer
Kugel vom Radius R verschwindet. Durch (formale) partielle Integration erhélt

man
/ &% ()9 6(7 /d%@ )] —/d% 9 (7) (7 — ).
e
Ist nun @ € G, aber @ ¢ OG, und fithrt man im 1.Term auf der rechten Seite
die Integration iiber z; aus, so verschwindet dieser Term, da 6(Z — @) = 0 fiir

den Integrationsbereich des bleibenden 2-fachen Integrals; bzw. wir kénnen (%)
so wéhlen, dal x(#) = 0 auf dG. Damit haben wir fiir die Ableitungen des o-
Funktionals:

O0) [ = [d x(@) 0,6(7 — @)
= —0g[09;x