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Aufgabe 34 identische Teilchen im Kasten

a) Zwei nichtwechselwirkende identische fiktive B bzw. I Teilchen befinden sich in einem
unendlich tiefen eindimensionalen Kastenpotential. B Teilchen (F Teilchen) seien dadurch
gekennzeichnet, daBl ihre Gesamtwellenfunktion u komplett symmetrisch (antisymmetrisch)
beziiglich Teilchenaustausch ist. Das entsprechende Finteilchenproblem wurde in Kap. 4.3
gelost und das Ergebnis 148t sich wie folgt zusammenfassen: Als Figenfunktionen zu den
Einteilchenenergien ¢, = & (n + 1)2, ¢ = h*n?/8ma?, erhielten wir
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Bestimmen Sie die drei niedrigsten Energieniveaus Fg, Fy, Fy des jeweiligen Zweiteilchen-

problems, und geben Sie eine orthonormierte Basis u, ., o eventueller Entartungsindex,
fiir die entsprechenden Eigenrdume an. (2 Punkte)

b) Gegeben seien zwei nichtwechselwirkende identische Spin 1/2 Teilchen in einem un-
endlich tiefen eindimensionalen Kastenpotential. Geben Sie wiederum die drei untersten
Energieniveaus, deren Entartungen, sowie eine mogliche orthonormierte Basis fiir die Un-

terraume an. (1 Punkt)
3 Punkte
Aufgabe 35 Streuung zweier Teilchen aneinander

Die Streuung zweier Teilchen, deren Wechselwirkung nur durch ein vom Relativabstand
abhingiges Potential V = V(|#(1) — #?)|) beschrieben wird, wurde in Kapitel 5 des Skrip-
tums auf die Streuung eines (fiktiven) Teilchens an einem Zentralpotential abgebildet.
Bezeichnet f(+)) die entsprechende Streuamplitude, so errechnete sich der differentielle

Wirkungsquerschnitt der Streuung von Teilchen 1 an Teilchen 2 zu do(9)/dQ = | f(9)]2.

a) Betrachten Sie einen Detektor, der nicht zwischen Teilchen T und 2 unterscheiden kénne.
Teilchen 1 und 2 seien aber nicht identisch. Bestimmen Sie do (1) /dS) als Funktion von f(1)!
Zeigen Sie damit, daf} sich der totale Wirkungsquerschnitt o unter diesen Voraussetzungen
verdoppelt. (1 Punkt)

Hinweis: Machen Sie eine Skizze zur Kinematik des Streuprozesses im Schwerpunktsystem.

Bemerkung: Macht man von den Streuphasen Gebrauch, so erhdlt man also o =

(87 /k?) S22 (21 4+ 1) sin? §;(k). Das nur zum Vergleich mit dem folgenden Unterpunkt.

b) Betrachten Sie nun die Streuung zweier identischer Spin 0 Teilchen aneinander. Was
ergibt sich nun fir do()/dQ) als Funktion von f(1)? Zeigen Sie damit, dal nun o =
(167 /k2) 207 o (4n 4 1) sin? &y, (k) gilt! (2.5 Punkte)

Hinweis: Durch Symmetrisieren (Antisymmetrisieren) einer Losung der Schrodingerglei-
chung eines Zweiteilchenproblems erhidlt man eine Losung derselben Schrodingergleichung
fiir Bosonen (Fermionen).



c¢) Betrachten Sie die Streuung zweier identischer Spin (1/2) Teilchen aneinander. Berech-
nen Sie zuerst do(¥)/dQ) unter der Anmahme, dafl die beiden Fermionen vor der Streuung
in einem Zustand mit Gesamtspin Null sind. Berechnen Sie nun do(#)/dQ) fir den Fall,
dafl nichts iiber die Spinzustdnde der beiden Fermionen bekannt ist. (1.5 Punkte)

Hinweis: Tm Falle unbekannter Spinzustande der Fermionen mittle man die Finzelergeh-
nisse {iber alle Einstellungsmaoglichkeiten (der beiden Spins) mit gleichem Gewicht. (Man
hat ein sogenanntes Zustandsgemisch vorliegen).

5 Punkte

Aufgabe 36 Spin—(1/2)-Dynamik

a) Gegeben sei ein in Kap. 7 des Skriptums bzw. in Aufgabe 29 eingefiithrter “Spinor” vy,
der den Spinanteil eines Elektrons beschreibe (gyromagnetische Verhiltnis ¢ = 2). Zeigen
Sie, daf} der Zeitentwicklungsoperator UU(#) im Falle eines konstanten dufleren B Feldes

der Operator einer (zeitabhéngigen) Drehung Us(,¢) wird. Bestimmen Sie Drehachse
n(t) und Drehwinkel ©(#). (1 Punkt)

b)* (Bonusteil!) Beweisen Sie die in der Vorlesung gemachte Behauptung
Us SA*U‘L =n (775;) —n X (ﬁ X §) cose +m X S sin 0,

wobei Us = Ug(71, @) und S = ha /2. (2* Punkte)
Hinweis: Die Pauli Matrizen erfiillen: o;0; = 6;; 4+ i¢;;50%. (Summenkonvention)

Bemerkung: Obige Aussage ist aquivalent zu Ug S; Ug = R;S; 1 = 1,2,3, wobei
(R;;) = (R;;(11,)) genau jene orthogonale Matrix ist, die den Vektor S mit Winkel ¢
um 7 dreht. Operatoren, die so ein Verhalten unter Drehungen aufweisen, werden Vektor-
operator genannt (7.B. auch )?, ]5‘7 ﬁj cel)

c) Fs zeige das B Feld in die 3 Richtung. Verwenden Sie die in (a) gemachte Beobach-
tung sowie die in (b) angegebenen Aussagen, um die Zeitentwicklung des Operators € - S
im Heisenbergbild 7zu bestimmen, wobei € ein beliebig orientierter Einheitsvektor ist. Be-
weisen Sie inshesondere, dafi der Heisenbergoperator (E- §) (t) gleich é(t) - S fiir einen
zeitabhangigen Finheitsvektor é(1) ist, der natiirlich €(0) = € erfiillt. Bestimmen Sie die
zeitliche Entwicklung der Polarkoordinaten (0(¢), ¢(t)) von €(t), wobei (6, @) jene von €

sind! (1 Punkt)

d) 7Zum Zeitpunkt ¢+ = 0 sei der Spinor in einem Zustand g, der bei einer Messung
der Observablen S5 + /39 den Erwartungswert h liefert. Berechnen Sie fiir ¢t > 0 die
Frwartungswerte R(t) = (2/h) (S)(1) und (-5)(¢). (3 Punkte)

Hinweis: Verwenden Sie zur Bestimmung des Anfangszustandes yo Aufgabe 29, und iiber-
legen Sie in dem Zusammenhang zuerst welche Figenwerte der Operator Ss + /357 hat
(s.a. Aufgabe 28). Das B Feld zeige wieder in die 3 Richtung.

5 + 2 Punkte



